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William Dunham 世界 知名 的 数学 史 专 家 , 现 为 美国 称 伦 你 学 院 教授 。 
他 笔耕 不 辍 ,著述 颇 丰 , 较 有 影响 的 著作 还 有 Journey Through Genius: The 
Great Theorems of Mathematics The Calculus Gallery: Masterpieces from 
Newton to Lebesgue(《 微 积分 的 历程 :从 牛顿 到 勒 贝 格 》, 中 文 版 已 由 人 民 
邮电 出 版 社 出 版 )。Dunham 教 授 分 别 于 1992 年 、1997 年 、2006 年 获得 美 
国 数学 协会 颁发 的 George Polya 奖 、Trevor Evans 奖 和 Lester R. Ford 奖 。 
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容 提 要 

本 书 依 字母 A 到 Z 的 顺序 组 织 了 一 系列 小 短文 ， 从 算术 、 伯 努 利 试 
验 、 圆 、 微 分 学 讲 到 xy 平面 、 复 数 ， 全 面 敢 盖 了 初等 数学 的 内 容 ， 展 示 
了 魅力 无 穷 的 数学 的 概貌 。 书 中 还 介绍 了 数学 史上 很 多 有 趣 的 故事 和 鲜 
为 人 知 的 事实 ， 讨 论 了 一 些 神秘 的 事件 ， 并 给 出 了 很 多 伟大 的 数学 家 的 
简短 的 人 物 传 记 。 

本 书 兼 具 趣 味 性 和 学 术 性 ， 对 专业 背景 要 求 不 高 ， 是 贡献 给 数学 
好 者 的 一 道 美味 佳 看 。 
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很 多 孩子 都 是 从 简单 的 字母 书 开始 学 习 阅 读 。 舒 舒服 服 地 坐 在 大 人 
温暖 的 大 腿 上 ， 随 着 字 母 表 的 展开 ,孩子 们 从 <“A 代 表 alligator C55 
鱼 ) ”到 “Z 代 表 zebra〈 斑 马 ) ”， 静 静 地 聆 昕 着 。 这 样 的 书 也 许 不 是 什么 
a a a 


效仿 孩子 们 的 这 些 字 母 读物 ， 本 书 依 字 母 A 到 Zz 的 顺序 组 织 了 一 系 
列 小 短文 ， 以 这 种 形式 来 尝试 解释 数学 的 基本 原理 。 不 过 ， 本 书 的 内 容 
相对 要 深奥 一 些 ，DD 在 这 里 代表 differential caculus 〈 微 积分 ) 而 不 是 
doggie Ch) ， 因 而 ， 是 不 是 坐 在 温暖 的 腿 上 也 惑 无 所 谓 了 。 但 是 ， 
按照 字母 顺序 周游 知识 世界 的 基本 思想 还 是 一 致 的 。 

这 样 的 组 织 方式 要 求 极 其 严格 ， 读 者 需要 一 页 一 页 从 头 读 到 尾 ， 但 
数学 原理 毕竟 不 可 能 依照 拉丁 字母 的 顺序 展开 它 的 逻辑 进程 。 因 此 ， 有 
时 候 章 与 章 之 间 的 衔接 会 有 些 生 硬 。 另 外 ， 某 些 字 母 可 能 包含 很 多 题 
材 ， 而 有 些 字 母 的 题材 却 相当 地 和 生僻。 这 种 状况 在 孩子 们 的 字母 读本 中 
也 会 出 现 ， 比 如 *C 代 表 cat i) ”而 轮 到 X 却 是 “又 代表 xenurus AL 
JR) ”。 读 者 会 发 现 ， 有 些 话题 是 便 塞 进 来 的 ， 很 像 把 16 码 的 大 脚 便 生 
生地 挤 进 8 码 的 小 靴子 里 。 设 计 一 个 与 字母 表 顺 序 一 致 的 主题 顺序 ， 确 
实 是 对 逻辑 组 织 能 力 的 一 个 不 小 的 挑战 。 

本 书 从 算术 这 个 (看 似 ) 简单 的 主题 开始 。 后 面 章节 依 次 探讨 各 个 
主题 ， 这 些 主 题 可 能 会 有 所 重复 ， 而 不 同 的 主题 也 常常 交织 在 一 起 。 有 
时 候 ， 前 后 相继 的 几 章 会 一 起 讨论 同一 个 领域 ， 例 如 G，H,I 这 三 章 讨论 
的 是 几何 ， 而 K 和 LL 这 两 章 讲 述 的 是 17 世 纪 和 牛顿 与 莱 布 尼 将 这 两 个 死 对 
头 。 有 些 章 专 门 讨 论 某 一 位 数学 家 ， 比 如 上 章 的 欧 拉 ，F 章 的 费 马 和 有 R 章 
的 高 斯 。 有 些 间 陈述 特定 结果 ， 例 如 ， 等 周 问题 及 球面 的 曲面 面积 的 阿 
基 米 德 确 定 法 ;有 的 章 则 关注 一 些 更 宽泛 的 主题 ， 如 数学 人 物 和 这 一 学 
科 中 的 女性 等 。 无 论 是 什么 样 的 主题 ， 每 一 章 都 讲述 了 大 量 的 历史 事 
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几何 ， 乃 全 于 概率 和 微 积分 ) o EBERT th, THREE BE 
思想 ， 采 用 了 不 那么 正统 的 教科 书 的 形式 ， 行 文 间 时 而 会 出 现 一 些 实际 
的 证 明 (至 少 是 “小 证 明 ”) 。 例 如 ，D 和 L 这 两 章 分 别 介绍 微分 和 积 
分 ， 因 此 少不了 要 多 涉及 一 些 数学 运算 。 

然而 ， 在 多 数 章 中 ， 我 们 会 尽力 减少 过 多 的 技术 性 推理 。 事 实 上 ， 
本 书 的 主题 还 都 是 初等 数学 范畴 内 的 。 也 就 是 说 ， 本 书 把 主要 内 容 框 定 
于 高 中 代数 和 蜗 中 几何 。 数 学 专业 人 士 在 这 些 章节 中 不 会 及 现 什么 新 奇 
2 AEP OT BS) e AB EE oT RC VR EH] SR, MELA — ERMA 
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有 几 个 中 心思 想 会 不 断 出 现 。 例 如 ， 数 学 这 门 学 科 虽 然 古 老 ， 但 却 
极为 重要 ; 它 既 涵盖 了 人 们 日 利生 活 的 方方面面 ， 又 深入 到 那些 抽象 的 
神秘 领域 ， 数学 是 一 门 博大 精深 的 学 问 。 而 按照 字母 表 的 顺序 来 组 织 内 
容 并 展示 这 门 大 学 问 的 精 散 正 是 本 书 退 求 的 目标 。 

在 此 ， 有 必要 提 一 下 保罗 斯 John Allen Paulos) 的 著作 《超越 数 》 
(Beyond Numeracy，Knopf 出 版 社 ， 纽 约 ，1991 年 )， 保 罗斯 把 这 本 书 摘 
述 成 “部 分 是 字典 ， 部 分 是 数学 短文 集 ， 还 有 部 分 则 是 数学 研究 者 的 思 
考 ”。 保 罗斯 这 本 生动 的 著作 同样 从 字母 A 到 字母 Z 摘 绘 了 数学 的 历程 ， 
th algebra ((RBO 开始 一 直 写 到 (数学 家 ) Zeno CE ÉD 。 对 某 些 字 
母 他 安排 了 多 个 条 目 ， 因 此 他 那 本 书 的 履 盖 面 更 宽 ， 而 我 选择 通过 少 而 
我 希望 这 两 本 都 按 字 母 顺 序 编排 但 风格 各 异 的 书 
能 够 相得益彰 。 

当然 ， 任 何 作 者 都 没有 办 法 做 到 面面俱到 ， 不 可 能 讨论 到 所 有 关键 
要 点 、 介 绍 到 所 有 重要 人 物 ， 或 涉及 所 有 和 急 待 解决 的 数学 问题 。 每 次 都 
必须 做 出 选择 ， 而 这 些 选择 又 要 受到 内 在 一 致 性 、 题 材 的 复杂 程度 、 作 
者 的 兴趣 和 专业 知识 的 限制 ， 还 要 受到 完全 人 为 的 字母 顺序 的 限制 。 这 
类 书 的 选 题 策 划 方 案 决 定 了 它 难 免 挂 一 漏 万 ， 而 大 量 的 好 又 材 最 终 都 不 




















得 不 忍痛 割爱 了 。 
这 样 一 来 ， 本 书 就 成 为 一 个 人 只 身 面 对 浩瀚 数学 宇宙 的 感悟 。 跟 随 





本 书 在 数学 知识 的 海洋 中 授 游 ， 只 能 经 历 无 数 条 路 径 中 的 一 条 ， 而 且 我 
也 自 认 为 我 所 选择 的 由 A 到 Z 的 顺序 并 不 是 最 完美 的 路 径 。 

抛 开 限 制 不 谈 ， 我 仍然 希望 本 书 至 少 能 够 展示 这 门 魅 力 无 穷 的 学 科 
的 概 钥 。 正 如 19 世 纪 数 学 家 索菲亚 " 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 所 说 : “许多 无 缘 更 
深入 认识 数学 的 人 士 ， 把 数学 与 算术 混为一谈 ， 而 且 还 误 认 为 它 是 一 门 
枯燥 无 味 的 科学 。 然 而 实际 上 ， 它 是 一 门 需 要 最 强大 想象 力 的 科学 。” 
山 也 许 这 本 书 能 够 再 现 15 世 纪 希 腊 哲 学 家 普罗 克 洛 斯 (Proclus) 的 高 尚 

















情怀 :* 单 任 数 学 便 能 重 振 生 机 ， 唤 醒 灵魂 .……. 赋 予 其 生命 ， 能 够 化 想象 
为 现实 ， 能 够 变 黑暗 为 智慧 的 光芒 。" 











[Ann Hibler Koblitz, A Convergence of Lives, Birkhauser, Boston, 1983. 
I2IProclus, A Commentary on the First Book of Euclid's Elements, trans. 
Glenn R. Morrow, Princeton U. Press, Princeton, NJ, 1970,p. 17. 
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对 我 们 每 一 个 人 来 说 ， 数 学 都 是 从 算术 开始 的 ， 这 本 书 也 是 一 样 。 
如 我 们 所 知 ， 算 术 研 究 的 是 最 基础 的 数量 概念 ， 即 整数 1,2,3,.….。 谈 到 
最 具 普 通 意 义 的 数学 思想 ， 那 就 是 区 分 个 体 数目 的 思想 ， 也 就 是 “ 计 


“上 帝 创造 了 整数 ， 其 他 一 切 都 由 人 制造 。” 岂 利 奥 波 德 , 克 罗 内 克 这 
名 著名 论述 揭示 出 整数 的 内 在 必然 性 以 及 它们 无 可 否认 的 自然 性 。 如 果 
我 们 把 数学 想象 成 一 个 庞大 的 管弦 乐队 ， 那 么 整数 系 就 应 该 被 比喻 成 一 
HAS: 简单、 直接、 反复， 为 所 有 其 他 乐句 提供 基础 节奏 。 的 确 ， 也 
有 更 加 复杂 的 概念 ， 可 以 比 作 数 学 双簧 管 、 数 学 法 国 号 和 数学 大 提琴 ， 
我 们 将 在 后 面 的 章节 中 研究 其 中 的 一 些 概念 。 但 是 ， 整 数 总 是 根基 。 

数学 家 称 这 些 无 穷 无 尽 的 1，2，3，... 为 正 整数 ， 或 更 形象 地 称 其 
为 自然 数 。 在 认识 了 它们 并 为 它们 起 好 名 字 之 后 ， 我 们 的 注意 力 就 转 癌 
了 如 何 利用 一 些 重要 的 方法 把 它们 结合 起 来 。 最 基础 的 方法 就 是 加 法 。 
这 一 运算 不 仅 基 础 ， 而 且 很 自然 ， 因 为 这 些 数 是 一 个 一 个 累加 而 成 的 ， 
即 2=1+1， 3=2+1, 4=3+1， 以 次 类 推 。 正 如 强壮 的 纯 种 马 “天 生 就 会 





跑 ” 一 样 ， 自 然 数 也 是 “天 生 就 会 加 ”。 

上 小 学 的 时 候 ， 我 们 先是 (几乎 ) 无 休止 地 把 数 加 起 来 ， 然 后 做 相 
Riese, 或 者 说 是 道 运算 : 减法 。 接 下 来 就 是 乘法 和 除法 ， 这 期 间 似 
乎 没有 一 天 停止 过 训练 。 经 过 多 年 这 样 的 教育 ， 孩 子 们 对 算术 运算 的 掌 
握 程度 仍然 参差 不 齐 ， 尽 管 花 7.95 美 元 买 来 的 计算 器 有 肯 眼 功夫 就 能 毫 
偏差 地 完成 计算 ， 但 人 们 并 没有 因此 而 放弃 这 种 训练 。 遗 憾 的 是 ， 对 大 
多 数 年 轻 人 来 说 ， 做 算术 题 已 变 成 了 操练 和 苦 差 事 的 代名词 。 

然而 ， 在 不 久之 前 ， 算 术 一 词 不 仅 包含 加 减 乘 除 这 些 基本 运算 ， 而 
且 还 包含 整数 的 一 些 较 深 层次 的 性 质 。 例 如 ， 欧 洲 人 所 说 的 “高 级 算 
术 ” 实 际 上 就 是 “更 难 的 算术 ”的 意思 。 今 天 更 贴切 的 术语 是 数论 。 

尽管 这 门 学 科 涉 及 的 范围 博大 精深 ,但 是 它 多 少 还 是 以 素数 概念 为 
主 的 。 如 果 一 个 整数 比 1 大 ， 而 且 不 能 写成 更 小 的 整数 之 积 ， 那 么 这 个 
整数 就 是 素数 。 因 此 ， 前 十 个 素数 是 2，3，5，7，11，13，17，19，23 
和 29。 这 其 中 任何 一 个 数 都 没有 除了 1 和 它 本 和 喘 之 外 的 正 整 数 因子 。 

爱 争 论 的 读者 也 许 说 17 可 以 写成 积 ， 例 如 ，17=2x8.5 或 者 
17=5x3.4。 但 是 这 些 情况 下 的 因子 不 都 是 整数 。 必 须 记 住 的 是 ， 数 论 中 
的 主角 是 由 整数 来 扮演 的 ， 整 数 的 那些 更 复杂 、 更 远房 的 表亲 一 一 分 
数 、 无 理 数 和 虚数 ， 都 只 能 委身 幕后 而 干 着 急 。 

如 果 一 个 比 1 大 的 整数 不 是 素数 ， 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 数 有 除了 1 和 
i c use mc Uic 


51=3x17 就 是 合 数 的 例子 。 我 们 认为 整数 1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 
因 很 快 就 会 揭晓 。 因 此 最 小 的 素数 是 2。 

使 这 些 概念 形象 化 的 一 个 简单 而 且 常 用 的 方法 ， 就 是 想象 必须 排 成 
矩形 的 一 块 块 正方 形 地 砖 。 如 果 有 12 块 这 样 的 地 砖 ， 我 们 就 有 很 多 不 同 
的 方法 把 它们 排 成 矩形 ， 如 图 A-1 所 示 。 当 然 ， 这 是 因为 12=1x12， 或 者 
12=2x6， 或 者 12=3x4 (这 里 我 们 不 区 分 3x4 和 4x3， 因 为 在 这 种 情况 
下 ， 最 终 地 板 的 形状 相同 ， 只 不 过 一 个 是 对 另 一 个 的 旋转 ) 。 同 样 ，48 
块 地 砖 能 够 产生 5 种 不 同 的 排列 方案 ， 其 对 应 的 分 解 方案 是 
48=1x48=2x24=3x16=4x12=6x8。 

另 一 方面 ， 如 果 是 7 块 地 砖 ， 我 们 有 且 只 能 有 一 种 方案 1x7， 如 图 A- 
2 所 示 。 如 果 有 人 非 要 用 7 块 地 砖 来 铺 一 间 房 ， 那 么 这 间 房 子 一 定 是 又 罕 
又 长 的 。 根 据 这 个 例子 我 们 可 以 说 ， 如 果 一 个 数 只 有 一 种 分 解 方 
案 p=1xp， 那 么 这 个 数 就 是 素数 。 如 果 一 个 数 有 多 种 分 解 方案 ， 那 么 这 
TIMERE. 
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Tees ee 

素数 虽然 是 高 级 算术 的 核心 ， 但 它们 也 是 导致 数学 深奥 难 懂 的 根 
源 。 理 由 很 简单 : 尽管 整数 是 通过 加 法 运算 逐一 构造 出 来 的 ， 但 素数 和 
合 数 的 问题 向 数学 中 引入 了 乘法 。 数 论 之 难 (当然 ， 还 有 之 美 ) ， 就 在 
于 数学 家 试图 从 乘法 运算 的 角度 来 理解 加 法 运算 的 结果 。 

因此 ， 自 然 数 就 像 离开 了 水 的 鱼 一 样 。 它 们 是 加 法 运算 的 产物 ， 却 
身 处 陌生 的 乘法 环境 之 中 。 当 然 ， 在 我 们 绝望 地 放弃 整个 事业 之 前 ， 我 
们 应 该 回想 一 下 3 亿 5000 万 年 前 。 那 时 候 ， 鱼 的 确 离开 了 水 ， 而 且 同 样 
是 在 一 个 陌生 的 世界 里 徒劳 无 益 地 合 动 着 它们 的 鲤 ; 接着 ， 这 些 鱼 逐渐 
进化 成 两 栖 类 、 扑 行 类 、 乌 类 、 哺 乳 动 物 和 数学 家 。 有 了 时候， 一 个 新 的 
不 利 的 环境 能 够 造就 完全 不 一 样 的 结果 。 

如 果 不 是 因为 算术 基本 定理 (注意 这 里 的 算术 一 词 使 用 的 是 其 更 广 
泛 的 意义 ) 这 个 著名 的 结果 ， 素 数 也 许 不 会 在 数论 中 占据 中 心 位 置 。 算 
多 全 

容 如 下 。 

算术 基本 定理 : 任何 正 整数 (1 除外 ) 都 能 够 用 一 种 方式 且 只 能 
一 种 方式 写成 素数 之 积 。 

这 个 论断 是 一 把 双 刃 剑 ， 首 先 ， 我 们 可 以 把 任意 的 整数 表示 成 素数 
的 积 ， 其 次 ， 只 有 一 种 表示 方式 。 这 必然 引导 我 们 得 出 这 样 的 结论 : 素 
数 是 乘法 的 基本 元 素 ， 所 有 整数 都 是 由 这 些 基本 元 素 构 成 的 ， 其 重要 性 
不 言 而 喻 。 素 数 的 角色 与 化 学 元 素 的 角色 类 似 ， 因 为 正 像 任何 自然 化 合 
物 都 是 元 素 周 期 表 中 的 92 种 (或 者 100 多 种 ， 其 中 包括 在 实验 室 中 制造 
出 来 的 元 素 ) 自然 元 素 的 某 种 组 合 一 样 ， 任 何 一 个 整数 都 可 以 分 解 成 它 
的 素数 因子 之 积 。 我 们 称 之 为 水 的 化 合 物 H0 分 子 可 以 分 解 成 两 个 氨 原 
子 和 一 个 氧 原子 。 类 似 地 ， 化 合 数 〈 即 合 数 ) 45 可 以 分 解 成 两 个 素数 因 
子 3 和 一 个 素数 因子 5 之 积 。 模 仿 水 的 化 学 记 法 ， 我 可 以 把 45 写 成 
































45=325， 然 而 数学 家 更 喜欢 指数 形式 45=3?x5。 

但 是 ， 算 术 基 本 定理 不 仅仅 是 给 出 了 素数 分 解 。 同 等 重要 的 是 ， 它 
能 够 确保 这 样 分 解 的 唯一 性 。 如 果 一 个 人 确定 92 365 的 素数 因子 分 解 为 
5x7x7x13x29， 那 么 他 的 同行 ， 无 论 在 隔壁 房间 还 是 在 其 他 国家 工作 ， 
无 论 是 工作 在 今天 还 是 工作 在 距 今 1000 个 世纪 之 后 ， 必 定 给 出 完全 相同 
的 素数 分 解 。 

这 令 数 学 家 非常 满意 。 同 样 ， 下 面 的 情况 也 令 化 学 家 感到 满意 : 当 
一 名 化 学 家 把 一 个 水 分 子 分 解 成 一 个 氧 原 子 和 两 个 氧 原子 时 ， 其 他 化 学 
家 绝 不 可 能 把 这 个 水 分 子 分 解 成 一 个 铅 原子 和 两 个 钼 原子 。 如 同化 学 元 
素 一 样 ， 素 数 不 仅 是 基本 元 素 ， 而 且 是 唯一 的 基本 元 素 。 

有 必要 提 一 下 ， 因 子 分 解 唯一 性 的 愿望 要 求 我 们 把 1 从 素数 中 排 
除 。 因 为 ， 如 果 把 1 归 类 为 素数 ， 那 么 数 14 可 能 的 素数 分 解 是 14=2x7 以 
及 不 同 的 素数 分 解 14=1x2x7, 14=1x1x1x2x7。 素 数 因子 分 解 的 唯一 性 不 
复 存在 。 所 以 数学 家 认为 给 1 一 个 特殊 的 角色 会 更 好 些 。 它 既 不 是 素数 
也 不 是 合 数 ， 被 称 为 单位 。 

面 对 一 个 正 整 数 ， 数 学 家 可 能 希望 确定 它 是 素数 还 是 合 数 ， 当 它 是 
合 数 时 ， 接 下 来 就 要 寻找 它 的 素数 因子 。 有 时 候 ， 这 个 问题 很 简单 。 任 
何 一 个 偶数 〈 大 于 2) 显然 不 是 素数 ， 因 为 它 有 一 个 因子 2， 任 何 一 个 其 
个 位 是 5 或 0 的 整数 也 同样 是 合 数 。 除 此 之 外 ， 确 定 素数 性 质问 题 就 相对 
比较 困难 。 例 如 ， 谁 能 确定 数 4 294 967 297 和 4 827 507 229 哪 个 是 素数 
哪个 不 是 素数 吗 ? LU 

19 世 纪 的 数学 家 卡尔 * 弗 里 德里 硕 * 高 斯 (1777 一 1855)， 也 许 是 他 那 
个 时 代 最 伟大 的 数论 学 家 ， 在 1801 年 的 一 份 手稿 《算术 研究 》 中 非常 简 
洁 地 描述 了 这 个 问题 : 

素数 与 合 数 的 区 分 以 及 合 数 的 素 因 子 分 解 的 问题 是 算术 中 最 重要 且 
最 有 用 的 问题 之 一 ..….... 这 门 科 学 本 身 的 高 贵 性 似乎 要 求人 们 应 该 探索 每 
一 个 能 够 解决 这 一 巧妙 、 著 名 问题 的 方法 。 包 

从 十 希腊 人 到 现代 数论 学 家 的 2 ”400 多 年间， 数学 家 们 义无反顾 地 
扑 问 这 一 类 问题 ， 就 如 同 飞 蛾 扑 火 ， 前 仆 后 继 。 沿 途 众 学 者 们 创造 出 关 
于 素数 的 很 多 猜测 。 其 中 有 一 些 已 经 解决 ， 而 有 一 些 至 今 仍 悬 而 未 解 ， 
而 且 有 相当 数量 的 问题 还 没有 得 到 解决 。 

例如 ， 法 国 神 学 家 马 林 。 梅 森 〈1588 一 1648) 在 1644 年 提出 了 一 个 很 
有 趣 的 问题 。 梅 森 在 17 世 纪 科 学 中 扮演 重要 的 角色 ， 这 不 仅 是 因为 他 对 
数论 做 出 了 诸多 贡献 ， 而 且 还 因为 他 承担 了 数学 家 之 间 的 信息 交换 台 的 
角色 。 当 学 者 们 对 数学 现状 比较 关心 或 者 对 某 个 问题 感到 困惑 时 ， 他 们 
就 写 信 给 梅森 ， 而 梅森 或 者 知道 其 答案 或 者 把 他 们 直接 引荐 给 某 位 可 能 
的 权威 。 在 科学 会 议 、 专 业 期 刊 以 及 电子 邮件 出 现 之 前 的 那个 时 代 ， 这 












































样 的 信息 交流 通道 的 价值 是 无 法 估量 的 。 

梅森 阁 迷 于 形 如 2"-1 的 数 ， 即 比 2 的 某 个 蝴 少 1 的 数 。 今 天 为 了 纪念 
他 ， 我 们 把 这 样 的 数 称 为 梅森 数 。 显 然 ， 所 有 这 样 的 数 都 是 奇数 。 更 重 
要 的 是 ， 它 们 之 中 有 一 些 是 素数 。 

梅森 马上 发 现 ， 如 果 n 是 合 数 ， 那 么 27-1 也 一 定 是 合 数 。 例 如 ,如 果 
n=12, 那 么 这 个 梅森 数 22-1=4095=3x3x5x7x13 是 一 个 合 数 ( 因 为 12 是 合 
数 ); 对 于 合 数 n=33, 233-1=8 589 934 591=7x1 227 133 513 同 样 不 是 一 个 素 


数 。 

然而 ， 当 贤 是 素数 时 ， 情 况 束 不 是 这 么 显然 了 。 设 p=2,3，5，7， 
产生 的 “梅森 数 ” 分 别 是 22-1=3, 23-1=7, 25-1=31, 27-1=127。 但 是 ， 如 果 用 
素数 p=]1 作 窜 ， 我 们 得 到 211-1=2047; 而 这 个 数 是 23 与 89 的 积 ， 因 此 它 是 
一 个 合 数 。 梅 森 充 分 认识 到 p 是 一 个 素数 不 能 保证 2?-1 也 是 一 个 素数 。 
事实 上 ， 他 断言 : “对 2 与 257 之 间 的 素数 而 言 ， 使 2p-1 是 素数 的 素数 只 
Ajp=2,3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,67, 12751257, "ll 

遗憾 的 是 ， 梅 森 前 辈 的 结论 有 不 合理 和 缺失 的 地 方 。 例 如 ， 他 漏 掉 
了 数 261-1 是 一 个 素数 。 另 外 ， 已 经 证 明 267-1 根 本 不 是 一 个 素数 。1876 年 
爱德华 .上 户 卡 斯 (1842 一 1891) 证 明了 这 一 事实 ， 他 使 用 了 某 个 论据 证 明 
了 这 个 数 是 合 数 ， 这 个 论据 不 是 很 直接 ， 因 为 它 不 能 很 明确 地 展示 出 任 
何 因子 。 因 此 在 某 种 意义 上 ，26“-1 的 故事 仍然 很 不 完整 ， 但 是 对 这 一 故 
事 的 最 后 部 分 值得 再 说 两 句 。 

那 一 年 是 1903 年 ， 背 景 是 美国 数学 学 会 的 一 次 会 议 。 哥 伦比 亚 大 学 
的 佛 兰 元 , 纳 尔 进 : 柯 尔 是 日 程 安 排 的 演讲 者 之 一 。 当 轮 到 他 上 人 台 时 ， 柯 
尔 走 到 会 议 室 的 前 台 ， 静 静 地 把 2 与 它 自己 相 乘 67 次 ， 再 减 去 1， 得 到 一 
个 巨大 的 结果 147 573 952 588 676 412 927。 在 见证 了 这 样 沉默 无 语 的 计 
算 之 后 ， 迷 迷糊 糊 的 观众 们 接 下 来 看 到 柯 尔 在 黑板 上 写 到 

193 707 721x761 838 257 287 
他 仍旧 是 沉默 地 计算 着 。 这 个 积 不 是 别 的 数 ， 正 是 
147 573 952 589 676 412 927 

柯 尔 落 座 。 他 完美 地 演出 了 一 幕 哑 剧 。 

在 座 的 观众 目睹 了 把 梅森 数 28“-1 明 明白 白 分 解 成 两 个 大 因子 的 过 
程 ， 他 们 一 度 像 柯 尔 一 样 哑 口 无 语 。 随 后 ， 他 们 送 上 了 热烈 的 掌声 ， 并 
站 起 来 向 他 祝贺 ! 希望 这 掌声 能 够 温暖 柯 尔 的 心 ， 因 为 后 来 他 承认 他 为 
Se 0 

尽管 有 了 柯 尔 的 因子 分 解 ， 但 是 梅森 数 仍然 是 素数 的 源 果 。 儿 乎 可 
以 表 定 ， 当 一 家 报纸 宣布 找到 一 个 新 的 “最 大 ”素数 时 ， 它 一 定 是 2P?-1 的 
形式 。 例 如 1992 年 ， 己 知 最 大 的 素数 是 2”6833-1， 这 是 一 个 有 227 832 位 






































的 庞然大物 。BS 但 是 确定 哪些 梅森 数 是 素数 哪些 是 合 数 仍旧 是 数论 的 一 
个 未 解 问题 。 

梅森 数 27-1=127 出 现在 另 一 个 素数 故事 中 。 在 19 世 纪 中 期 ， 法 国 数 
学 家 德 波 林 尼 雅克 声称 : 

每 一 个 奇数 都 可 以 表示 成 为 2 的 某 个 窜 和 一 个 素数 之 和 。[9] 

例如 ，15 可 以 写成 8+7=23+7， 而 53=16+37=24+37， 
4107=4096+11=2L+11。 尽 管 德 波 林 尼 雅克 没有 声明 已 经 对 他 的 猜测 给 
出 了 证 明 ， 但 是 他 表示 他 已 经 检验 了 300 万 以 内 的 所 有 奇数 。 

因为 2 的 任意 时 都 不 可 能 在 它 的 素 因 数 分 解 里 有 奇数 ， 这 样 的 需 可 
以 说 成 是 所 有 数 中 最 纯粹 的 偶数 。 德 波 林 尼 雅 克 的 陈述 说 明 任意 奇数 可 
以 由 一 个 素数 〈 这 个 基本 的 构造 积木 ) 加 上 一 个 纯 偶 数 的 2 的 需 构 建 而 
成 。 这 是 一 个 大 胆 的 陈述 。 

而 它 也 绝对 是 错误 的 。 如 果 德 波 林 尼 雅克 真 的 伦 了 足够 的 时 间 对 他 
的 猜测 做 了 上 百 万 次 的 检验 ， 那 么 我 们 只 能 同情 他 ， 因 为 一 个 相对 较 小 
的 梅森 数 127 就 反 驶 了 他 的 结论 一 一 我 们 没 法 把 127 写 成 2 的 窜 加 上 一 个 
素数 。 如 果 我 们 用 各 种 可 能 的 方式 把 127 分 解 成 2 的 荔 和 一 个 余数 ， 束 会 
发 现 这 个 余数 不 是 素数 ， 因 此 说 他 显然 错 了 。 

127=2+125=2+(5x25) 

127=4+123=27+(3x41) 

127=8+119=23+(7x17) 

127=16+111=24+(3x37) 

127=32+95=2°+(5x19) 

127=64+63=2°+(3x21) 
(因为 2 =128 大 于 127， 所 以 我 们 无 需 再 进一步 计算 了 。) 今天 ， 德 波 
林 尼 雅 元 的 猜测 已 被 扔 入 数论 的 垃圾 堆 之 中 ， 因 为 他 没有 注意 到 就 在 他 
眼前 的 一 个 反例 。 就 如 同 19 世 纪 试 图 作 扑 由 飞 行 的 人 一 样 ， 他 野心 动 动 
的 主张 从 来 就 没有 尺 离 地 面 。 

我 们 已 经 把 化 学 元 素 的 唯一 分 解 与 整数 的 唯一 素数 分 解 对 应 起 来 。 
尽管 这 种 化 学 类 比 很 有 帮助 ， 但 是 仅 就 一 点 它 耽 失效 了 ， 因 为 历史 上 所 
有 化 学 家 的 全 部 实验 室 的 工作 成 果 也 不 过 是 提供 了 区 区 100 多 种 元 素 ， 
而 素数 的 全 体 是 无 穷 的 。 虽 说 化 学 元 素 周期 表 能 够 占 满 一 面 增 ， 但 是 类 
似 的 素数 表 则 需要 可 以 无 限 延伸 的 一 面 墙 。 

素数 无 穷 性 的 最 早 证 明 是 锅 腊 数学 家 欧 几 里 得 (大 约 公 元 前 300 
年 ) 给 出 的 ， 这 一 证 明 出 现在 他 的 巨 作 《 几 何 原本 》 之 中 。[ 下 面 我 们 
a vereque SH RIEME 
: 美 之 处 ， 









































为 了 能 够 理解 这 一 推导 过 程 ， 需 要 两 个 数论 的 预备 结果 ， 它 们 都 不 
是 很 难 。 第 一 个 是 对 于 任意 一 个 整数 "7，n 的 两 个 倍数 之 差 本 身 仍然 是 n 
的 倍数 。 用 符号 表示 ， 如 果 a 和 b 是 n 的 两 个 倍数 ， 那 么 a-b 也 是 n 的 倍 
数 。 例 如 ，70 和 21 都 是 7 的 倍数 ， 那 么 它们 的 差 70-21=49 也 是 7 的 倍数 ; 
同样 ，216 和 72 都 是 9 的 倍数 ， 那 么 它们 的 差 216-72=144 也 是 9 的 倍数 。 
这 里 没有 给 出 这 一 事实 的 一 般 证 明 ， 但 是 证 明 过 程 真 的 很 简单 。 

第 二 个 预备 结果 也 同样 非常 初等 。 它 说 的 是 任意 合 数 至 少 有 一 个 素 
数 因 子 。 同 样 ， 我 们 还 是 用 例子 加 以 说 明 。 合 数 39 有 素数 因子 3， 合 数 
323 有 素数 因子 17， 合 数 25 有 素数 因子 5。 欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 
第 七 卷 的 命题 31 中 对 这 个 定理 给 出 了 一 个 非常 巧妙 的 证 明 。 

除 此 之 外 ， 证 明 素 数 无 穷 性 的 必 备 知识 是 能 够 理解 利用 矛盾 的 证 明 
方法 。 这 种 证 明 方 法 需要 我 们 理解 最 基础 的 逻辑 二 分 法 : 一 个 陈述 或 者 
为 真 或 者 为 假 。 

论证 一 个 命题 为 真 的 一 个 方法 就 是 直接 对 它 加 以 证 明 。 这 是 显然 的 
《也 是 一 种 直 白 的 传统 方法 ) 。 还 有 一 种 不 同 但 也 同样 显然 的 方法 就 是 
所 谓 的 反 证 法 ， 这 种 证 明 是 假设 陈述 为 假 ， 然 后 从 这 一 假设 出 发 ， 利 用 
逻辑 规则 去 得 出 不 可 能 的 结果 。 这 样 一 个 结果 的 出 现 表 明 在 整个 推理 过 
程 中 的 某 个 地 方 出 现 了 错误 ， 如 果 我 们 的 推理 步骤 是 正确 的 ， 那 么 唯一 
可 能 出 现 问 题 的 地 方 就 是 最 开始 的 陈述 为 假 的 假设 。 因 此 我 们 必须 驳回 
这 一 假设 ， 上 面 说 的 二 分 法 给 我 们 留 下 唯一 的 一 种 可 能 性 : 这 个 陈述 一 
定 是 真 的 。 不 可 和 否认， 这 种 间接 性 似乎 让 人 感觉 很 奇怪 ， 而 这 种 迁 回 策 
略 似 乎 也 让 人 觉得 没 必要 。 为 了 强调 这 种 间接 性 ， 在 证 明和 素数 无 穷 性 之 
前 我 们 先 考 虑 一 个 例子 。 

假设 我 们 要 研究 既是 完全 平方 数 又 是 完全 立方 数 的 数 ， 如 64 是 8 和 

729 是 272 和 93。 这 样 的 数 被 称 为 “sqube”。 我 们 的 目标 是 要 证 明 下 面 
JE. 
定理 ”有 无 穷 多 个 sqube。 
证 明 这 是 一 个 简单 而 且 非 常 直 接 的 证 明 。 我 们 仅 通 过 观察 就 知道 ， 如 
果 m 是 一 个 整数 ， 那 么 有 mne=mxm = (09) 是 一 个 完全 平方 数 ， 而 且 mne=m 
x m x 712=(n9)3 也 是 一 个 完全 立方 数 。 所 以 我 们 通过 观察 得 到 无 穷 多 的 
sqube 
































16 = 12 = 13 26 = 64 = 82 = 43 

36 = 729 = 272 = 93 46 = 4096 = 642 = 163 

56 = 15 625 = 1252 = 253 66 = 46 656 = 2162 = 363 

76 = 117 649 = 3432 = 493 86 = 262 144 = 5122 = 643 等 等 


显然 这 个 过 程 可 以 无 限 地 持续 下 去 ， 因 为 每 选择 一 个 不 同 的 mn 都 能 产生 
一 个 新 的 不 同 的 ne。 因 此 sqube 的 无 穷 性 就 直接 被 证 明了 。。 

遗憾 的 是 ， 为 了 证 明 素 数 的 无 穷 性 ， 我 们 却 没有 这 样 直 接 的 选择 。 

无 论 是 欧 几 里 得 还 是 其 他 人 都 没有 像 我 们 从 me 出 发 构建 出 sqube 那 样 构 
建 出 素数 。 我 们 不 能 采用 正面 进攻 ， 而 是 必须 采用 一 个 非 直 接 的 进攻 方 
式 ， 利 用 反 证 法 ， 这 一 方法 更 巧妙 ， 更 聪明 ， 而 且 更 优美 。 事 实 上 ， 这 
种 证 明 通 常 充当 数学 敏感 度 的 试金石 : 那些 对 数学 上 瘾 的 人 觉得 它 令 他 
们 激动 得 流泪 ， 而 那些 没有 此 六 的 人 则 认为 它 令 他 们 头痛 得 流泪 。 我 们 
让 读者 自己 做 个 判断 吧 。 
定理 ”存在 无 穷 多 个 素数 。 
WEAR (RIRE) 假设 只 有 有 限 多 个 素数 ， 并 假设 它们 被 记 为 a,b， c, 
..,d。 这 个 集合 可 能 包含 400 个 或 400 ”000 个 素数 ， 但 是 我 们 假设 它 把 全 
部 素数 都 包含 进来 。 现 在 我 们 开始 引出 一 个 矛盾 。 

把 这 些 素 数 乘 起 来 ， 然 后 再 加 1 得 到 一 个 新 数 

N-(axbxcx...xd)*1 
注意 ， 因 为 我 们 仅 有 有 限 个 素数 ， 因 此 我 们 能 够 把 它们 按 这 种 方式 乘 起 
来 ， 而 无 穷 多 个 素数 是 不 能 这 样 乘 起 来 的 。 显 然 ，N 比 a,b,c,.….d 任 何 一 
个 素数 都 大 ， 所 以 N 与 它们 都 不 相同 。 因 为 只 有 有 限 个 素数 ， 因 此 我 们 
得 出 结论 NN 不 是 一 个 素数 。 

这 表明 N 是 一 个 合 数 。 通 过 我 们 前 面 的 第 二 个 预备 结果 ， 我 们 知 
道 N 有 一 个 素数 因子 。 因 为 我 们 假设 a,b,c...,d 构 成 了 世界 上 的 所 有 素 
数 ， 因 此 NN 的 这 个 素数 因子 一 定 是 其 中 的 某 一 个 。 

换 句 话说 N 是 素数 ab,c..…，d 中 某 一 个 素数 的 倍数 。 到 底 是 哪个 素数 
无 关 紧 要 ， 但 是 为 了 有 具体 起 见 ， 假 设 N 是 c 的 倍数 。 显 然 积 axbxcx...xd 也 
是 c 的 倍数 ， 因 为 c 是 其 中 的 一 个 因子 。 根 据 上 面 提 到 的 第 一 个 预备 知 
识 ，N 与 qxbxcx...xd 的 差 还 是 c 的 倍数 。 但 是 我 们 定义 N 只 比 这 个 积 大 
1s BEIDE XÉT. 

因此 我 们 得 出 结论 : 1 是 c 或 者 是 N 的 任何 其 他 素数 因子 的 倍数 。 
这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 为 最 小 的 素数 是 2， 因 此 1 不 可 能 是 任意 素数 的 倍 
数 。 这 里 出 现 了 问题 。 

当 我 们 治 着 这 一 证 明 返 回去 的 时 候 ， 我 们 束 会 明白 唯一 可 能 出 现 问 
题 的 是 我 们 最 初 假 设 有 有 限 个 素数 。 因 此 我 们 必须 拒绝 这 个 假设 并 通过 
反 证 法 得 出 素数 的 数目 必定 无 穷 的 结论 。 证 明 完 毕 。，* 

这 上 段 完 美的 推理 是 初等 的 ， 但 其 意义 深刻 。 它 保证 素数 是 无 穷 无 尽 
的 。 在 最 强大 的 计算 机 证 明了 2756 839-1 是 素数 之 后 ， 我 们 就 能 够 很 得 意 
地 说 更 大 的 素数 ， 或 者 说 无 穷 多 个 更 大 的 素数 仍旧 没有 发 现 。 即 便 我 们 
不 能 够 指出 那些 更 大 的 素数 中 的 某 一 个 素数 ， 但 是 没有 人 认为 我 们 是 含 
























































要 感谢 馆 辑 和 反 证 法 证 明 的 巧妙 ， 我 们 知道 了 这 些 素数 的 存 
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正 因 为 数论 含有 这 些 如 此 简单 而 美妙 的 结果 ， 上 所 以 对 于 很 多 年 轻 学 
者 来 说 ， 它 是 他 们 进入 更 高 级 数学 的 切入 点 。 美 国 数学 家 朱 丽 亚 . 罗 宾 
逊 〈1919-1985) 就 是 其 中 的 一 个 。1970 年 ， 罗 宾 逊 是 解决 了 我 们 所 说 的 
希 尔 伯 特 第 十 问题 的 三 个 学 者 之 一 ， 这 个 问题 是 数论 中 一 个 很 难 的 问 
题 ， 自 和 希 尔 伯 特 《〈1862 一 1943) 七 十 年 前 提出 以 来 一 直 没 有 得 到 解决 。 
在 少年 时 期 ， 罗 宾 进 就 沉迷 于 整数 的 美妙 特性 之 中 。“ 我 对 整数 的 某 些 
定理 尤其 感到 兴奋 ，” 她 写 道 ，“ 我 经 常 在 晚上 上 床 之 后 ， 把 这 些 定理 讲 
给 康 斯 坦 斯 (她 的 姐姐 ) 听 。 不 久 她 发 现 ， 每 当 她 不 想 睡 党 时 就 可 以 问 
数学 问题 来 让 我 保持 清醒 。?[18 

还 有 一 位 匈牙利 数学 家 保罗 * 尼 多 斯 (Erdos)。 在 回首 他 的 一 生 时 ， 
厄 多 斯 “1913 一 〉 回忆 说 :“ 当 我 十 岁 时 ， 我 的 父 杀 给 我 讲 了 欧 几 里 得 
的 证 明 [ 素 数 无 穷 性 的 证 明 ]， 从 此 我 就 上 将 了 。2| 

厄 多 斯 青年 时 代 有 如 此 多 的 学 术 成 就 而 在 社会 上 受到 多 方 保护 。17 
岁 的 年 龄 ， 对 于 大 多 数 大 一 新 生来 说 ， 他 们 只 单纯 期 望 顺利 度 过 青 
期 ， 而 厄 多 斯 却 在 此 时 因为 给 出 了 两 个 整数 n 与 2n 之 间 至 少 存在 一 个 素 
数 的 证 明 而 在 数学 界 万 得 了 声誉 。 例 如 8 和 16 之 间 一 定 存在 素数 ， 而 80 
亿 和 160 亿 之 间 也 一 定 存在 素数 。 

这 似乎 不 是 一 个 太 引 人 注目 的 定理 。 的 确 ， 几 乎 在 一 个 世纪 前 ， 它 
已 经 被 一 位 俄罗斯 的 数学 家 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev, 在 数学 
文献 上 这 个 名 字 被 拼写 成 Chebychev, Tchebysheff，Cebysev 或 Tshebychev， 
这 应 该 属于 翻译 错误 而 不 是 因 偏爱 出 现 的 混乱 ) 证 明了 。 但 是 切 比 雪夫 
的 证 明 非 常 复杂 。 厄 多 斯 的 证 明令 人 吃惊 的 地 方 是 ， 它 如 此 简单 而 且 出 
自 一 位 如 此 年 轻 的 人 。 

这 里 顺便 提 一 下 ， 他 的 定理 给 出 了 素数 无 穷 的 男 一 种 证 明 ， 因 为 它 
保证 2 和 4 之 间 ，4 和 8 之 间 ，8 和 16 之 间 等 都 有 素数 。 如 同 我 们 能 够 永远 
把 数 翻 番 一 样 ， 素 数 也 一 定 是 无 穷 的 。 

这 是 保罗 * 厄 多 斯 的 众多 定理 的 第 一 个 定理 ， 他 是 20 世 纪 最 多 产 或 
许 也 是 最 古怪 的 数学 家 。 甚 至 在 这 样 一 个 违反 常规 的 行为 被 视 作 正常 行 
为 的 行业 中 ， 厄 多 斯 也 是 一 个 传奇 人 物 。 例 如 ， 这 位 年 轻 人 受到 百般 的 
爱护 ， 到 了 21 岁 ， 也 就 是 在 给 出 上 面 提 到 的 关于 素数 的 定理 的 四 年 后 才 
第 一 次 自己 往 面 包 上 涂 黄油 。 后 来 他 回忆 说 :“ 那 时 我 刚 到 英格兰 去 学 
习 。 有 一 天 ， 在 用 下 午 茶 时 ， 果 子 上 放 了 和 面包。 我 实在 不 太 好 意思 承认 
我 从 来 没有 涂 过 黄油 。 于 是 我 尝试 着 做 。 这 不 太 难 。”t10] 

同样 不 寻常 的 是 厄 多 斯 没有 固定 的 住所 。 他 游 表 世界 各 地 的 数学 研 
究 中 心 ， 擒 着 手提 箱 到 处 走 ， 并 且 坚 信 每 到 一 处 都 会 有 人 留 他 过 夜 。 由 






































于 他 不 间断 地 四 处 游历 ， 这 位 漂泊 的 数学 家 与 很 多 同行 合作 ， 联 合 发 表 
了 很 多 文章 ， 这 在 历史 上 无 人 能 及 。 他 就 是 这 样 一 条 《圣经 》 谚 语 的 写 
R: 人 不 能 仅 靠 〈 涂 黄油 ) 面包 活着 。 

作为 回报 ， 数 学 界 想 出 了 一 种 出 奇 的 方式 来 肯定 他 所 产生 的 影响 : 
厄 多 斯 数 。L11 厄 多 斯 本 人 有 厄 多 斯 数 0; 任 意 与 厄 多 斯 联合 发 表 文章 的 数 
学 家 有 尼 多 斯 数 1; 没有 和 直接 与 尼 多 斯 合作 ， 但 与 直接 与 尼 多 斯 合作 友 
表 过 文章 的 人 合作 友 表 过 文章 的 数学 家 束 有 尼 多 斯 数 2， 与 尼 多 斯 数 2 的 
人 合作 发 表 过 文章 的 人 有 厄 多 斯 数 3， 依 此 类 推 。 就 如 同一 棵 巨大 的 析 
树 一 样 ， 这 标 龙 多 斯 树 跨越 了 整个 数学 界 。 

这 样 ， 有 了 素数 、 合 数 、 梅 森 数 乃至 尼 多 斯 数 ， 很 显然 ， 对 数论 的 
热情 没有 焊 灭 的 危 辽 。 对 从 高 斯 到 罗宾逊 ， 从 欧 几 里 得 到 龙 多 斯 这 众多 
的 数学 家 来 说 ， 数 学 中 没有 哪 一 部 分 能 像 高 级 算术 那样 美妙 、 优 雅 、 欧 
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首先 ， 我 们 强调 ， 伯 努 利 试验 不 是 佛罗伦萨 的 法 律 程 序 ， 而 是 初等 
概率 论 的 基础 ， 在 我 们 对 不 确定 世界 的 理解 中 起 着 重要 的 作用 。 

伯 努 利 试 验 是 一 个 有 两 种 结果 的 简单 试验 。 它 的 结果 是 成 功 或 失 
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这 样 的 例子 太 多 了 。 我 们 观察 从 一 副 纸牌 中 拿 出 的 一 张 牌 ， 它 或 者 
是 黑色 或 者 是 红色 。 我 们 接生 一 个 页 儿 ， 他 或 者 是 女孩 子 或 者 是 男孩 
子 。 我 们 经 历 24 小 时 的 一 天 ， 或 者 遇 到 流星 或 者 遇 不 到 流星 。 在 每 一 种 
情况 下 ， 很 方便 设计 一 种 结果 为 “成功 ”， 另 外 一 种 结果 为 “失败 ”。 例 





如 ， 选 出 一 张 黑 色 牌 ， 生 一 个 女儿 ， 没 有 遇 到 流星 都 可 以 标识 为 成 功 。 
然而 ， 从 概率 的 角度 看 ， 选 择 红 牌 、 儿 子 或 者 遇 到 流星 为 成 功 也 是 不 会 
产生 差异 的 。 在 这 种 场合 下 ， 成 功 一 词 没 有 价值 取 回 的 色彩 。 

单个 伯 努 利 试验 没有 太 大 的 意义 。 然 而 ， 当 我 们 反复 进行 伯 努 利 试 
验 ， 去 观察 这 些 试验 有 多 少 是 成 功 的 ， 多 少 是 失败 的 ， 事 情 就 变 得 意义 
丰 定 了， 这 些 累 计 记 录 包 含 很 多 潜在 的 非常 有 用 的 信息 。 

当 我 们 做 试验 时 ， 有 一 条 关键 的 条 件 : 这 些 重 复 的 试验 必须 是 相互 
独立 的 。 独 立 这 一 词 不 仅 有 专业 定义 而 且 还 传达 了 适合 我 们 目标 的 含 
Xa 如 果 一 个 事件 的 结果 绝 不 会 对 男 一 个 事件 的 结果 产生 有 影响， 那么 这 
两 个 事件 是 相互 独立 的 。 例 如 ， 史 密斯 生 一 个 儿子 与 约 鞠 还 生 一 个 女儿 
古 两 个 相互 独立 的 事件 。 又 例如， 投 一 枚 一 角 便 币 与 投 一 枚 一 分 便 币 的 
结果 (正面 和 反面 也 是 相互 独立 的 ， 一 枚 硬币 的 结果 不 会 对 妨 一 枚 便 
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但 是 ， 如 果 我 们 研究 一 副 纸牌 中 的 两 张 牌 ， 一 次 只 能 抽 一 张 ， 并 认 
为 黑色 纸牌 是 成 功 ， 于 是 在 抽 完 第 一 张 纸牌 后 再 抽 第 二 张 纸牌 时 ， 独 立 
EMER TS. BVA, URE ike HE (一 次 成 功 ) ， 那 么 它 将 影 
啊 第 二 次 的 抽取 结果 ， 它 使 得 第 二 次 抽出 黑色 纸牌 的 可 能 性 减少 ， 第 二 
次 抽出 尖 的 可 能 性 也 会 减少 ， 而 且 绝对 不 可 能 是 另外 一 张 梅 伦 尖 。 

笠 运 的 是 ， 这 种 独立 性 的 缺失 可 以 通过 一 个 简单 的 对 策 加 以 弥补 。 
在 抽取 第 一 张 纸 牌 之 后 ， 把 它 放 回 到 原来 的 纸牌 中 ， 重 新 洗 好 ， 然 后 再 
抽 。 因 为 我 们 的 第 一 张 纸牌 已 经 重新 混入 到 原来 的 纸牌 中 ， 它 的 里 份 对 
第 二 次 抽取 已 经 不 再 产生 影响 。 在 这 种 意义 下 ， 独 立 事件 要 求 为 每 一 次 
试验 创造 一 个 不 留 痕迹 的 平台 ， 从 而 使 得 每 次 试验 成 功 的 概率 保持 相 


同 。 

伯 努 利 试验 的 最 鲜明 例子 出 现在 博弈 游戏 中 ， 例 如 投掷 硬币 或 者 货 
子 。 对 于 人 硬币 来 说 ， 每 一 次 投掷 显然 是 独立 的 ， 从 而 在 每 次 投 搓 时 成 功 
的 概率 〈 比 如 说 得 到 正面 的 概率 ) 是 相同 的 。 说 一 枚 硬币 是 “平衡 的 ”， 
我 们 的 意思 是 这 个 概率 正好 是 112。 对 于 一 枚 均匀 的 般 子 ， 如 果 我 们 指 
定投 出 3 是 成 功 ， 那 么 我 们 成 功 的 概率 总 是 1/6。 

但 是 ， 如 果 我 们 投掷 一 枚 硬币 五 次 会 发 生 什 么 呢 ? 在 这 五 次 投掷 中 
得 到 三 个 正面 和 两 个 反面 的 概率 是 多 少 昵 ? 推 而 广 之 ， 如 果 我 们 投掷 这 
枚 硬币 500 次 ， 得 到 247 次 正面 和 253 次 反面 的 概率 是 多 少 昵 ? 这 可 能 是 
看 似 吕 梦 般 的 问题 ， 但 是 它 的 解 却 出 现在 早期 的 概率 论 杰 作 之 一 一 一 雅 
各 布 。 伯 努 利 (1654—1705)0] GEER) zm. 

伯 努 利 是 瑞士 本 土 人 ， 他 的 祖父 、 父 亲 和 和 芋 父 都 是 富裕 的 药剂 师 。 
他 抛弃 了 和 白 和 研 棒 ， 去 大 学 研究 他 的 神学 ， 并 于 22 岁 那 年 获得 了 学 位 。 
然而 ， 尽 管 他 的 家 族 都 与 医药 有 关 ， 而 他 接受 的 是 布道 方面 的 教育 ， 但 





















































雅 各 布 " 伯 努 利 真正 感 兴 趣 的 却 是 数学 。 

从 17 世 纪 70 年 代 末 开始 直到 他 去 世 ， 伯 努 利 一 直 都 是 世界 上 最 杰出 
的 数学 家 之 一 。 他 是 一 个 天 才 但 却 有 令 人 讨厌 的 个 性 ， 目 空 一 切 ， 对 那 
些 不 具 天 赋 的 人 的 努力 唾 之 以 具 。 例 如 ， 在 研究 了 我 们 今天 所 谓 的 “ 伯 
努 利 数 ”( 为 了 纪念 但 而 命名 ) 之 后 ， 雅 各 布 找到 了 对 正 束 数 备 求 和 的 
一 种 非常 巧妙 的 捷径 。 他 说 “我 用 了 不 到 七 分 半 钟 * 束 确定 了 前 1000 个 正 
整数 的 十 次 虎 的 和 和。 也 束 是 说 ， 他 用 了 不 到 十 分 钟 就 确定 出 下 面 的 和 。 
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(瑞士 ， 巴 塞 尔 ，Birkhiuser Verlag AG 出 版 社 许可 翻印 ， 这 是 1969 年 由 Joachim 


























O.Fleckenstein 编 辑 的 《 雅 各 布 * 伯 努 利 全 集 ， 卷 1: 新 星 ， 目 然 哲学 》 中 的 一 幅 画 像 ) 





1104219431044104 100010 
=91 409 924 241 424 243 424 241 924 242 500 
这 的 确 是 个 巨大 的 和 。 但 是 他 在 一 份 杀 上 自主 笔 的 评论 中 目 我 标榜 地 说 他 
的 捷径 “清楚 表明 布 里 奥 的 工作 是 多 么 地 无 用 ..….…... 其 中 他 只 不 过 是 费 了 
好 大 劲 计算 了 上 面 的 前 六 个 暴 的 和 ， 而 我 们 用 一 页 纸 就 完成 了 全 部 计 
算 。* 吕 这 个 人 对 可 怜 的 伊 斯 梅 尔 * 布 里 奥 没 有 一 点 同情 心 ， 他 不 仅 拥 有 
一 名 数学 家 的 非凡 洞察 力 ， 而 且 也 不 同 寻 负 地 目 负 。 
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雅 各 布 . 伯 努 利 的 襄 峰 时 期 正 是 戈 特 弗 里 德 .威廉 . 莱 布 尼 芯 发 明 微 积 
分 的 时 期 ， 雅 各 布 是 普及 这 一 丰硕 成 果 的 重要 人 物 之 一 。 同 任何 新 发 展 
起 来 的 理论 一 样 ， 微 积分 得 益 于 那些 紧 跟 其 发 明 者 脚步 的 人 ， 得 益 于 屠 
些 才华 不 如 莱 布 尼 芯 的 学 者 ， 他 们 的 贡献 是 对 这 一 门 学 科 加 以 整理 ， 这 
是 必 不 可 少 的 。 雅 各 布 就 是 这 样 一 位 奉献 者 。 

在 这 项 事业 中 ， 他 有 一 位 令 人 不 安 的 同盟 者 约翰 (1667—1748), 
就 是 他 的 弟弟 ， 与 他 的 名 字 首 写字 母 相同 ， 这 是 一 对 非常 有 才华 但 爱 争 
吵 的 伯 努 利 兄 弟 。 事 实 上 ， 雅 各 布 是 其 兄弟 们 的 数学 老师 。 在 以 后 的 岁 
月 里 ， 他 也 许 后 悔 把 约翰 教 得 如 此 好 ， 因 为 事实 证 明 这 位 弟弟 是 一 位 与 
他 不 相 上 下 的 数学 家 ， 甚 至 也 许 超过 了 他 的 老师 雅 各 布 。 兄 弟 之 间 为 争 











著 数 学 霸权 展开 了 激烈 竞争 。 当 约翰 解雇 了 曾经 难 倒 他 哥哥 的 某 个 问题 

时 ， 他 总 是 坚 不 掩 饰 自己 的 兴奋 ， 人 尽管 雅 各 布 故意 叫 约 畏 为 他 的 “小 学 
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1690 年 ， 雅 各 布 * 伯 努 利 正 在 为 确定 这 条 曲线 的 真实 身份 而 非常 努力 地 
研究 着 ， 也 束 是 说 ， 他 要 给 出 它 的 方程 。 

事实 证 明 ， 雅 各 布 不 能 胜任 这 项 任务 。 当 约翰 给 出 其 答案 时 不 难 想 
象 雅 各 布 惊讶 的 样子 。 后 来 约 葡 在 炫 滩 他 的 胜利 时 说 ， 这 个 解决 方 
案 “ 我 全 身心 地 去 研究 ， 剥 夺 了 我 整 晚 的 休息 ”。 外 他 气 人 的 本 领 与 他 的 
才华 一 样 出 色 ， 约 珍 匆 匆忙 忙 跑 到 雅 各 布 面前 ， 告 诉 一 直 苦 思 有 冥想 的 哥 
哥 问题 的 答案 。 雅 各 布 一 下 子 垂 头 玫 气 。 

但 是 ， 雅 各 布 要 实施 他 的 报复 。 这 一 次 的 战场 是 所 请 的 等 周 问题 ， 
说 的 是 从 有 相同 周 长 的 曲线 中 ， 区 分 出 哪 条 曲线 围 出 的 面积 最 大 。 我 们 
将 在 第 1 半 中 更 详细 地 讨论 这 个 问题 ， 但 古 现在 可 以 先 看 一 下 雅 各 布 . 伯 
努 利 是 如 何在 1697 年 运用 微 积分 来 描述 这 个 问题 的 。 他 的 方法 要 对 付 一 
个 难 缠 的 所 谓 的 三 阶 微分 方程 的 数学 对 象 ， 这 项 工作 为 我 们 现在 称 为 变 
分 法 的 这 一 有 着 广泛 研究 前 景 的 新 数学 分 文 指 出 了 着 路 。 

弟弟 约 队 与 他 的 意见 不 同 ， 并 说 已 经 用 一 个 相对 简单 的 二 阶 微分 方 














程 解决 了 这 个 等 周 问题 。 如 同 以 往 伯 努 利家 的 情况 一 样 ， 他 们 的 争吵 变 
成 对 抗 ， 最 终 只 是 因为 缺少 弹药 而 停止。 

然而 ， 这 次 是 雅 各 布 笑 到 了 最 后 ， 因 为 弟弟 的 二 阶 微分 方程 是 不 正 
确 的 。 遗 憾 的 是 ， 实 际 上 和 雅 各 布 从 来 就 没有 机 会 大 笑 ， 哪 怕 是 微笑 ， 因 
为 1705 年 他 就 去 世 了 ， 而 当时 约 蔓 对 这 个 问题 的 错误 解 仍然 神秘 地 密封 
在 巴黎 学 院 的 办 公 室 。 有 这 样 一 种 推测 ， 约 翰 已 经 认识 到 了 上 自己 的 错 
误 ， 并 设法 把 这 个 错误 偷偷 地 掩藏 起 来 ， 这 样 束 不 会 在 哥哥 享受 其 成 果 
时 而 忍受 公开 的 羞 厚 。D] 

这 些 趣 事 让 我 们 看 到 他 们 兄弟 之 间 的 不 和 ， 因 此 发 生 下 面 的 事 也 就 
一 点 都 不 奇怪 了 。 当 时 人 们 都 认为 约翰 是 编辑 他 刚 去 世 的 哥哥 的 论文 的 
最 合适 的 人 选 ， 但 是 雅 各 布 的 遗 媚 却 阻止 了 这 件 事 ， 因 为 她 担心 有 报复 
心 的 约翰 会 破坏 雅 各 布 留 下 的 数学 遗产 。 多 霍 夫 曼 (J.，E.，Hofmann) 在 
《科学 家 传记 大 辞典 》 中 对 雅 各 布 的 个 性 也 许 做 了 最 好 的 描述 :“ 他 任 
PES TAI. Usb. ARE, MASA RDNA, (AeA CA 
的 才能 还 是 有 上 自信 的 。 因 为 有 这 样 的 个 性 ， 因 此 他 必然 会 同 有 相同 倾 回 
| M A 


“暂且 不 谈 他 们 兄弟 之 间 的 竞争 ， 我 们 回 到 前 面 提 到 的 概率 问题 ， 如 
果 投 搓 一 枚 均匀 的 硬币 五 次 ， 产 生 三 次 正面 和 两 次 反面 的 概率 是 多 少 
We? 在 《 猜 度 术 》 中 ， 雅 各 布 * 伯 努 利 给 出 了 一 般 规则 : 如 果 我 们 实施 
重复 操作 n+m 次 独立 试验 的 一 个 实验 〈 即 mn+m 次 伯 努 利 试验 ) ， 其 中 任 
意 一 次 试验 成 功 的 概率 是 p， 而 失败 的 概率 是 1-p， 那 么 正好 得 到 n 次 成 
功 和 m 次 失败 的 概率 由 下 面 的 公式 给 出 

Inx (n — 1)x:::x3x2x1]x [mx (m — )x---x3x2x1]^ u - p) 
为 了 化 简 上 面 这 个 公式 ， 数 学 家 引入 了 阶乘 的 记 法 : 

n!-nx(n-1)x...x3x2x1 
fü, 3!=3x2x1=6, 5!-5x4x3x2x1-120. (我 们 要 强调 阶乘 中 的 感叹 号 
不 是 要 求 我 们 大 点 声音 说 话 。) 由 于 有 了 这 样 便利 的 记 法 ， 伯 努 利 结 


则 化 简 成 : 
(n T m)! n 


Prob (n 次 成 功 , m 次 失败 ) = A 


因此 ， 在 投掷 一 枚 均匀 的 硬币 五 次 之 后 ， 得 到 三 个 正面 的 概率 束 是 























设 n= 3, m=2, p=Prob 〈 投 出 一 个 正面 ) =1/2。 于 是 有 


CRET oS 3+2)! /1\° B^ of AYA 
Prob(3 次 正面 ，2 次 反面 ) = €+ : (5 ( = ; 73 x 2l (s) s) 


120 /1 F 
— — | —— | m d. H 3l /0 
X 5) 0.3125( 或 者 略 大 于 31%) 
同样 ， 为 了 求 投掷 一 枚 蜗 子 15 次 ， 正 好 得 到 五 个 4 的 概率 ， 我 们 声明 得 
到 一 个 4 是 “成 功 ”"， 且 指定 值 : 

n=5〔 成 功 的 次 数 ) 

m=15-5=10 (失败 的 次 数 ) 

p=1/6( 成 功 的 概率 ) 

于 是 经 过 15 次 独立 的 投掷 ， 得 到 5 个 4 的 概率 是 


5 10 "T 5 px 10 
(5 + 10)! 1 ime TN 15! > P — 0.0624 
5! x 10! 46 6 5! x 10! 46 6 


一 个 几乎 不 可 能 发 生 的 事情 。 
回 到 早 前 的 一 个 问题 ， 投 掷 一 枚 硬币 500 次 ， 得 到 247 次 正面 和 253 
次 反面 的 概率 是 


(247 + 253)! / 1 ^^" oe: 253 $00! uy 2 
247! x 253! (5) 2 247! x 253! \ 2 2 
这 个 结果 尽管 正确 ， 但 这 个 概率 太 复 杂 ， 无 法 手 算 得 到 ， 而 且 即 使 有 一 
个 高 级 的 袖珍 计算 器 也 无 法 实现 计算 500! 这 样 大 的 数 的 愿望 (对 此 怀疑 
的 人 不 妨 试 一 试 ) 。 我 们 将 在 第 N 章 看 到 近似 求解 这 种 概率 的 一 个 技 
术 。 但 是 ， 即 使 这 样 的 直接 计算 无 法 进行 ， 这 个 公式 在 理论 上 也 还 是 很 
完美 的 。 它 是 求 任意 一 系列 独立 伯 努 利 试验 概率 的 关键 。 

遗憾 的 是 ， 日 常生 活 中 的 大 多 数 事 件 实 际 上 都 比 投 撕 人 硬币 复杂 得 
多 ， 这 几乎 是 太 纯 粹 的 概率 状况 。 确 定 一 个 25 岁 的 人 能 活 到 70 岁 以 上 的 
概率 ， 或 者 确定 下 一 个 星期 二 雨量 超过 一 英寸 的 概率 ， 或 者 确定 一 个 正 
驶 入 交叉 口 的 汽车 要 右 转 弯 的 概率 ， 求 解 这 些 问题 绝 不 是 一 件 容 易 的 
人 
那样: 

我 要 问 ， 列 举 所 有 可 能 的 情况 ， 能 够 确定 在 人 身体 不 同 部 位 、 不 同 
年 龄 阶段 折 麻 他 的 致命 疾病 的 数量 吗 ， 或 者 说 能 够 确定 一 种 疾病 比 男 外 
一 种 疾病 更 具有 致命 性 ， 如 瘟疫 比 水 肿 更 能 够 致 人 死亡 ， 或 者 说 水 肿 比 























发 烧 更 能 够 致 人 死亡 ， 基 于 这 样 的 认识 就 能 够 预测 未 来 一 代 的 生存 与 死 
亡 之 间 的 关系 吗 ? [6] 

0 M MM Ld 
游戏 吗 ? 

伯 努 利 在 那 本 也 许 是 他 最 伟大 的 遗产 《 猜 度 术 》 中 ， 作 为 一 个 结果 
对 这 个 问题 给 出 了 非常 有 力 的 回答 。 事 实 上 ， 他 把 这 个 问题 称 为 他 
的 “黄金 定理 ”， 并 写 道 :就 其 新 颖 度 和 其 强大 的 实用 性 ， 再 加 上 较 大 的 
难度 ， 这 一 定理 就 其 力度 和 价值 已 经 成 为 这 一 学 说 之 最 ”。[] 今 天 所 谓 
的 伯 努 利 定理 就 是 通 浓 所 说 的 大 数 定律 ， 它 被 认为 是 概率 论 的 中 流 碟 柱 
过 

为 了 对 它 的 性 质 有 所 了 解 ， 再 次 假设 我 们 正在 操作 的 是 独立 的 伯 努 
利 试验 ， 其 中 每 一 次 试验 的 成 功 概率 为 砍 。 我 们 知道 操作 的 总 试验 次 
数 ， 称 其 为 N, 而 且 还 知道 结果 成 功 的 试验 次 数 ， 称 其 为 x<。 于 是 分 数 x/N 
就 是 我 们 观察 到 的 成 功 的 次 数 比 例 。 

例如 ， 如 果 投 掷 一 枚 均匀 的 硬币 100 次 ， 产 生 47 次 正面 ， 观 察 到 的 
正面 比例 是 47/100=0.47。 如 果 再 将 这 极 硬 币 投掷 100 次 ， 又 产生 55 次 正 
面 ， 总 的 成 功 比 例 是 

47 十 55 102 0.510 

100 十 100 200 ; 
没有 什么 理由 阻止 他 人 再 把 这 枚 便 币 投掷 100 次 ， 或 者 投掷 1 亿 次 。 关 键 
的 问题 是 经 过 长 时 间 的 操作 ， 成 功 的 比例 XMN 会 发 生 什 么 变化 呢 ? 

当 实 验 的 次 数 增加 时 ， 应 该 没有 人 对 发 现 这 个 比例 接近 0.5 而 感到 
惊讶 。 一 般 来 说 ， 当 N 变 大 时 ， 我 们 会 看 到 xV 的 值 趋 癌 一 个 固定 的 
数 p， 这 是 任何 一 次 单 次 试验 的 成 功 的 真 概率 。 所 以 ， 这 里 就 显示 出 这 
个 定理 的 威力 ， 当 成 功 的 概率 p 未 知 时 ， 在 较 大 次 数 的 试验 当中 ， 成 功 
的 比例 应 该 是 p 的 一 个 较 好 的 估计 值 。 用 符号 表示 ， 我 们 应 该 写成 


Amp, 当 N 较 大 时 (~ 意思 是 “近似 等 于 ”) 


加 上 少数 几 个 重要 条 件 ， 这 就 成 了 大 数 定律 。 伯 努 利 定理 之 所 以 如 
此 著名 ， 并 不 是 因为 它 道 出 了 一 个 真理 ， 而 是 因为 很 难 用 严格 的 论据 加 
以 证 明 。 雅 各 布 自己 也 以 他 那 极 具 代 表 性 的 尖 刻 语言 承认 “即使 是 最 第 
的 人 也 应 该 本 能 地 理解 [大 数 定律 ”>?。 轩 然而， 为 了 给 出 这 个 定律 的 正确 
的 证 明 ， 他 付出 了 20 年 的 努力 ， 给 出 的 证 明 占 据 了 《 猜 度 术 》 好 几 
页 。 外 事实 证 明 他 的 评论 “这 一 原理 的 科学 证 明 并 不 是 那样 简单 "是 有 意 
轻描淡写 的 陈述 。 

我 们 应 该 说 说 前 文 提 到 的 关于 伯 努 利 定理 的 “重要 的 条 件 ”。 因 为 它 














本 质 上 是 一 个 概率 陈述 ， 它 应 该 是 伴随 着 任何 机 会 都 会 发 生 的 不 确定 

性 。 我 们 不 能 绝对 确定 投掷 一 枚 硬币 1000 次 产生 正面 的 比例 将 比 仅 投掷 
100 次 产生 正面 的 比例 更 接近 0.5。 完 全 有 可 能 投掷 100 次 时 产生 51 次 正 

面 ， 而 且 有 可 能 投掷 1000 次 时 只 产生 486 次 正面 。 因 此 这 个 “小 样本 ” 估 
测 xMV=51/100=0.51 实 际 上 应 该 比 “ 大 样本 ” 估 测 xXN= 486/1000=0.486 更 接 
近 投掷 正面 的 真实 概率 。 完 全 有 可 能 发 生 这 样 的 事情 。 

这 样 说 来 ， 如 果 我 们 再 投掷 1000 次 ， 那 么 每 一 次 投掷 都 产生 正面 也 
不 是 完全 没有 可 能 的 。 有 可 能 产生 一 个 惊人 的 结果 ，2000 次 投掷 产生 
1486 次 正面 ， 于 是 估 测 概率 是 1486/2000=0.743。 在 这 样 的 情况 下 ， 大 数 
定律 似乎 已 经 不 好 使 了 。 

但 事实 并 非 如 此 。 因 为 雅 各 布 " 伯 努 利 证 明 的 是 ， 对 于 任意 给 定 的 
小 容 差 ， 比 如 说 0.000 001， 估 测 概率 XN 与 真实 概率 p 的 差 是 这 个 小 容 差 
或 者 比 它 更 小 的 可 能 性 可 以 接近 于 1， 条 件 仅 仅 是 增加 试验 次 数 。 只 要 
做 足够 多 的 试验 ， 我 们 几乎 可 以 肯定 ， 或 者 使 用 伯 努 利 曾经 使 用 的 词汇 
道义 上 肯定 ， 我 们 的 估 测 值 wN 与 真实 概率 p 之 差 一 定 在 0.000 001 以 
内 。[19 当 然 ， 我 们 不 能 百分之百 确定 p 与 XN 之 差 小 于 0.000 001， 但 是 大 
量 的 试验 可 以 使 得 我 们 能 够 充分 肯定 这 种 推断 不 至 于 太 离 谱 。 

上 述 情 况 ， 即 2000 次 投掷 均匀 硬币 而 搬出 正面 的 概率 被 估 测 为 
0.743， 其 可 能 性 有 可 能 小 于 一 个 人 正在 看 本 章 时 遇 到 流星 的 机 会 。 另 
外 ， 即 使 出 现 了 这 样 一 个 不 可 能 的 估 测 值 ， 伯 努 利 仍然 非常 自信 地 声 
Hue EEUU DUM UD RUNE, ea 
H] F 0.5. 

我 们 要 强调 ， 即 使 对 于 这 样 少 的 限制 条 件 ， 大 数 定 律 仍 然 是 可 证 明 
的 ， 这 一 点 很 重要 。 这 不 同 于 我 们 生活 中 所 遇 到 的 其 他 著名 定律 ， 从 墨 
菲 定 律 到 万 有 引力 定律 。 这 些 或 者 是 被 普遍 认可 的 陈 词 滥 调 ( 如 墨 菲 定 
律 )， 或 者 是 被 高 度 赞 誉 的 物理 模型 (如 万 有 引力 定律 )， 它 们 都 要 随 
时 根据 证 据 而 得 到 修正 。 但 是 大 数 定律 是 一 个 数学 定理 ， 而 且 已 经 证 明 
在 必须 遵守 的 逻辑 限制 之 下 ， 它 永远 成 立 。 

另外 ， 它 有 它 自 己 的 用 途 。 保 险 公 司 用 于 调整 精算 表格 的 生存 概率 
就 是 依据 大 量 类 似 试验 (例如 人 的 存活 和 死亡 〉 的 结果 。 天 气 预 报 员 预 
报 的 下 雨 概 率 也 是 如 此 。 

或 者 ， 考 虑 这 样 的 例子 ， 回 到 18 世 纪 ， 求 一 位 妇女 生 一 个 男孩 儿 和 而 
不 是 女孩 儿 的 概率 。 如 何 能 够 用 某 种 先 验 的 方式 计算 出 这 一 概率 呢 ? XA 
传 的 复杂 因素 严重 破坏 了 事先 用 某 种 纯 理 论 方法 确定 生 一 个 男孩 儿 的 概 
率 状 况 。 于 是 ， 我 们 被 迫 起 用 “既成 事实 ?或 者 后 天 验证 ， 以 伯 努 利 定 律 
为 武器 进行 处 理 。 

在 18 世 纪 早 期 ， 这 个 特殊 的 问题 就 一 直 蒙 绕 在 英格兰 的 约翰 * 阿 巴 

































































ieee (John Arbuthnob) 头 脑 之 中 。 如 同 其 他 前 人 一 样 ， 他 从 人 口 调 碍 
记录 注意 到 每 年 出 生 的 男孩 子 比 女孩 子 稍微 多 一 些 ， 并 认为 这 种 不 平衡 
已 经 存在 “好 多 年 ， 不 仅 在 伦敦 ， 而 且 在 全 世界 ”。[0I 阿 巴 思 诺 特 试图 借 
助 上 帝 之 佑 来 说 明 这 一 现象 。 几 年 后 ， 雅 各 布 和 约翰 的 侄子 尼古拉斯 。 
伯 努 利 继承 了 家 族 拥 有 的 数学 天 分 ， 运 用 大 数 定律 得 出 绪论 说 出 生男 孩 
子 的 概率 是 18/35。 换 句 话 说 ， 大 量 的 出 生 记 录 显 示 出 一 个 显著 而 稳定 
er BN E1817. (AB AEH EER, MEESE 
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图 B-2 





伯 努 利 湖 


直到 今天 它 仍 在 起 作用 。 一 项 被 称 为 绽 特 卡 罗 方 法 的 技术 在 伯 努 利 
定理 和 计算 机 强大 威力 的 帮助 下 已 经 变 得 非常 重要 ， 因 为 它 能 够 帮助 科 
学 家 以 概率 的 模式 模仿 大 范围 的 随机 现象 。 下 面 就 是 了 壹 特 卡 岁 方法 的 一 
个 相当 简单 的 示例 。 假 设 我 们 希望 求 得 一 个 不 规则 形状 的 湖面 的 表面 
趴 。 我 们 可 以 沿 看 湖 边 走 ， 或 者 照 一 张 作 视 的 照片 ， 但 是 湖 的 弯曲 和 其 
表面 上 的 不 规则 边界 往往 很 难 用 任何 数学 公式 确定 其 面积 。 











假设 我 们 的 湖 成 图 B-2 的 形状 ， 这 里 我 们 已 经 在 图 上 给 出 了 x: 和 y 的 
坐标 。 因 为 我 们 计划 在 第 L 章 中 要 重 温 这 个 例子 ， 因 此 选择 了 一 个 形状 
比较 规整 的 湖 ， 是 一 个 以 x 轴 和 方程 为 y=8x-x“ 的 抛物 线 为 边界 的 湖 。 

我 们 将 用 概率 方法 估 测 它 的 面积 。 首 先 ， 如 图 所 示 在 8x16 的 和 矩形 内 
圈 出 一 个 区 域 。 其 次 ， 任 由 计算 机 在 这 个 矩形 内 寻找 任意 多 个 Co y) 点 。 
例如 ， 计 算 机 也 许 能 够 找 出 如 图 所 示 的 两 个 点 A  -(3.5, 7.3), B=(6.0, 
13.7)。 

现在 ， 我 们 要 问 计 算 机 ， 这 些 随机 的 点 是 落 在 这 个 湖 内 还 是 落 在 了 
湖 外 。 在 我 们 的 例子 中 ， 这 个 问题 很 容易 解决 。 检 验 点 A， 我 们 在 抛物 
线 方程 中 令 x= 3.5， 于 是 求 得 对 应 的 值 y=8x3.5- (3.5)*= 15.75。 这 表明 点 

(3.5，15.75) 在 抛物 线 上 。 于 是 对 点 A 来 襄 ， 第 一 个 坐标 相同 ， 而 第 二 
个 坐标 只 有 7.3， 则 落 在 了 抛物 线 的 里 面 ， 即 在 湖 内 。 

类 似 地 ， 当 考虑 点 B 时 ， 我 们 在 抛物 线 方程 中 代入 它 的 第 一 个 坐 
标 ， 得 到 对 应 值 y=8x6- 6°= 12。 因 此 (6，12) 在 抛物 线 上 ， 所 以 点 B= 
(6，13.7) 沙 在 抛物 线 外 面 ， 因 此 砸 到 干 干 的 地 上 。 只 需要 计算 机 几 毫 秒 
jd 我 们 就 能 选择 很 多 随机 的 点 ， 并 确定 它们 是 在 湖 内 还 是 在 湖 


”现在 看 一 下 根据 蒙特 卡 罗 观 点 的 关键 观测 ， 随 机 选 出 的 点 落 入 湖 内 
的 精确 概率 记 为 p， 它 是 湖面 占据 和 矩形 8x16 的 面积 的 比例 。 即 


p= Prob( 位 于 这 个 湖 内 的 随机 点 ) — — 湖 的 面积 


” 圈 出 的 矩形 面积 

” 湖 的 面积 WFR 

8x16 128 

当然 ， 我 们 只 有 先知 道 这 个 湖 的 面积 (这 正 是 我 们 要 求 的 未 知 量 ) 
才能 计算 出 这 个 概率 。 但 是 ， 我 们 能 够 根据 x/N 来 估 测 这 个 湖面 的 概率 
p， 即 落 入 阴影 部 分 的 比例 。 利 用 长 期 的 成 功 比 例 来 近似 真实 概率 ， 这 
本 身 就 是 大 数 定律 的 直接 运用 。 

对 于 这 个 例子 ， 我 们 的 计算 机 在 矩形 内 选 出 500 个 点 ， 而 且 发 现 其 
中 有 342 个 点 落 入 湖 内 。 因 此 ， 我 们 估 测 


342 Wim 
500 P -— 128 
经 过 交叉 相 乘 之 后 ， 这 个 估 测 值 是 














à . . 342 -R34 DN 
湖 的 面积 ~ 128 x 5 = 87.552077 单位 ) 
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因此 ， 在 没有 借助 其 他 任何 东西 ， 只 是 利用 了 伯 努 利 大 数 定律 的 情况 
下 ， 我 们 就 得 到 了 这 个 湖 大 小 的 粗略 的 近似 值 。 

我 们 如 何 能 够 得 到 一 个 更 精确 的 佑 测 值 呢 ? 我 们 只 简单 地 让 计算 机 
在 这 个 矩形 内 不 是 选 出 500 个 点 而 是 5000 个 点 。 在 这 个 例子 中 ， 它 发 现 
其 中 有 3293 个 点 在 这 个 湖 内 ， 因 此 得 到 


3293 ” ”_ 湖 的 面积 
5000 ^ 7 . 128 





所 以 也 有 
湖 的 面积 = 128 x e = 84.301 (FFF A fir) 


当然 ， 我 们 还 可 以 让 计算 机 选择 50 000 个 随机 点 ， 或 者 500 000% 
点 ， 或 者 不 惜 用 电 让 它 选 出 任意 多 个 点 。 那 么 ， 我 们 会 更 加 有 信心 得 到 
这 个 抛物 线形 湖 的 面积 的 估 测 值 。 

这 是 一 个 初等 的 模拟 实例 ， 现 实 世界 中 很 多 更 加 奇妙 的 现象 都 可 以 
利用 蒙特 卡 罗 方 法 加 以 研究 。 另 外 ， 正 如 我 们 将 在 后 面 看 到 的 那样 ， 例 
子 中 的 抛物 线 的 面积 实际 上 可 以 用 积分 方法 精确 地 得 到 。 但 是 这 个 例子 
仍然 让 我 们 感受 到 了 概率 的 威力 。 

自从 雅 各 布 伯 努 利 证 明 他 的 伟大 定理 以 来 已 经 过 了 三 个 世纪 。 他 
原来 的 论证 已 经 被 更 加 有 效 地 反映 这 一 事物 本 质 的 简化 版 本 所 取代 ， 这 
样 的 情况 在 数学 中 很 常见 。 今 天 的 标准 证 明 是 根据 俄罗斯 数学 家 帕 夫 努 
季 , 切 比 雪夫 的 一 个 结果 ， 此 人 我 们 在 第 A 章 中 过 到 过 。 这 一 方法 ， 以 及 
如 期 望 值 、 随 机 变量 的 标准 差 等 一 系列 概念 使 得 我 们 能 够 把 大 数 定律 的 
证 明 简 化 成 只 有 一 页 ， 同 时 表明 伯 努 利 的 证 明 的 确 很 及 烦 。 然 而 ， 以 伯 
努 利 所 不 具有 的 宽容 精神 ， 我 们 将 坚决 抵制 下 面 这 样 的 念头 : 即 仅 因为 
他 需要 一 章 来 做 “我 们 只 需要 一 页 纸 就 可 以 完成 的 工作 *， 而 把 他 的 工作 
贴 上 “无 用 ”的 标签 。 

这 就 是 进步 的 常态 。 但 是 ， 在 所 有 的 人 类 奋斗 历程 中 ， 最 好 要 记 住 
我 们 的 前 辈 。 正 如 今天 的 光盘 技术 能 够 播放 出 的 音乐 要 远 远 优越 于 19 世 
纪 留 声 机 播 出 的 刺耳 声音 ， 同 样 ， 现 代 概 率 论 也 缩短 并 简化 了 伯 努 利 的 
大 数 定 律 的 证 明 。 尽 管 一 系列 的 进步 已 经 说 明 托 马 斯 * 爱 迪生 的 原创 是 
多 么 地 陈旧 ， 但 是 我 们 仍 对 他 满怀 敬仰 之 情 。 我 们 应 该 因为 伯 努 利和 目 己 
倍 感 骄傲 的 黄金 定理 而 对 他 表示 出 同样 的 尊敬 。 
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前 两 章 介 绍 了 数论 和 概率 两 个 领域 的 内 容 。 下 面 我 们 考虑 一 个 几何 
话题 ， 这 是 数学 的 一 个 重要 分 支 。 正 如 我 们 将 在 第 G 章 中 所 看 到 的 那 
样 ， 几 何 是 希腊 数学 家 最 关注 的 领域 ， 拥 有 悠久 而 光 瘤 的 历史 。 在 古典 
世界 中 ， 这 门 学 科 如 此 著名 ， 以 至 于 数学 家 和 几何 学 家 二 者 成 为 了 同 义 
词 。 在 很 大 程度 上 上， 几何 就 是 数学 家 的 工作 对 象 。 

当然 ， 我 们 可 以 从 许多 不 同 的 角度 介绍 几何 。 本 章 讲 述 的 是 圆 ， 这 
是 最 重要 的 几何 概念 之 一 。 圆 简单、 端庄 、 优 美 ， 充 分 展示 了 二 维 的 完 
美 。 在 希腊 人 的 手 里 ， 这 些 圆 不 仅 目 身 非 党 重要， 而 且 是 展示 其 他 几何 
思想 的 主要 工具 。 














圆 这 一 术语 已 经 成 为 我 们 的 常用 词汇 。 根 据 定 义 ， 圆 是 到 一 个 固定 
点 距离 相同 的 所 有 点 组 成 的 平面 图 形 。 这 个 固定 点 称 为 圆心 ， 而 所 有 点 
到 圆心 的 相同 距离 称 为 半径 。 通 过 圆心 穿 过 圆 的 直线 距离 称 为 直径 ， 这 
个 圆 形 曲 线 的 长 度 ， 即 做 一 次 完整 圆周 运动 所 经 过 的 距离 称 为 周 长 。 

第 一 次 认识 圆 的 初学 者 也 会 很 快 认识 到 这 样 一 个 事实 : 所 有 圆 都 有 
相同 的 形状 。 可 能 有 的 大 些 而 有 的 小 些 ， 但 是 它们 “ 圈 ”* 的 样子 ， 它 们 的 
完美 的 圆 形 却 完全 是 相同 的 。 数 学 家 称 所 有 圆 都 是 相似 的 。 不 妨 作 个 对 
比 ， 我 们 说 并 不 是 所 有 的 三 角形 都 有 相同 的 形状 ， 并 不 是 所 有 的 矩形 都 
有 相同 的 形状 ， 并 不 是 所 有 的 人 都 有 相同 的 体态 。 我 们 很 容易 想象 高 而 
细 长 的 矩形 ， 或 者 高 而 瘦 的 人 。 但 是 ， 高 而 细 长 的 圆 根本 就 不 是 圆 。 

所 以 ， 圆 都 有 相同 的 形状 。 在 这 些 枯燥 的 观察 之 后 有 一 个 重要 的 数 
学 定理 : 对 于 所 有 圆 来 说 周 长 与 直径 的 比率 是 相同 的 。 无 论 是 有 大 圆周 
和 大 直径 的 大 圆 ， 还 是 有 小 圆周 和 小 直径 的 小 圆 ， 周 长 与 直径 的 这 个 相 
对 比率 都 是 相同 的 。 设 c 表 示 周 长 ，D 表 示 直 径 ， 数 学 家 说 ， 对 于 所 有 的 
圆 ， 比 率 CD 是 常数 。 

我 们 把 这 个 常数 称 作 什么 昵 ? 数学 家 从 不 会 错过 引入 新 符号 的 机 
会 ， 他 们 选择 了 和 希腊 字母 表 中 的 第 十 六 个 字母 r， 从 此 使 它 成 为 一 种 数 
学 永恒 。 这 一 选择 非常 合适 ， 因 为 是 希腊 人 首先 对 圆 进行 数学 研究 的 ， 
但 是 希腊 人 自己 并 不 在 这 种 意义 之 下 使 用 nn。 

为 了 形式 化 这 个 概念 ， 我 们 考虑 图 C-1 并 引入 如 下 定义 。 
定义 如 果 C 是 圆 的 周 长 ， 且 D 是 它 的 直径 ， 那 么 C]D =n. 
交叉 相 乘 后 ， 这 个 定义 产生 了 一 个 著名 的 公式 C=rD 或 者 ， 由 于 直径 是 
半径 的 两 倍 ， 我 们 利用 这 个 关系 得 到 一 个 等 价 的 著名 公式 C= 2nr. 

因此 ，Tr 提 供 了 周 长 〈 一 个 长 度 ) 和 半径 ( 另 一 个 长 度 ) 之 间 的 关 
系 。 这 非常 重要 ， 因 为 同样 是 这 个 常数 提供 了 圆 的 面积 与 其 半径 之 间 的 
x enm tee iE MINES 
得 的 。 


























C= 周 长 


其 重要 思想 是 用 一 个 内 接 正 多 边 形 来 近似 一 个 贺 ， 所 请 的 正 多 边 形 
指 的 是 所 有 边 都 有 相同 长 度 上 且 所 有 角 都 有 相同 大 小 的 多 边 形 。 与 圆 比 起 
来 ， 多 边 形 是 一 个 更 容易 接受 的 图 形 ， 然 而 我 们 对 于 多 边 形 的 了 解 能 引 
导 我 们 了 解 它们 内 接 于 其 中 的 圆 。 





Museen 


在 图 C-2 中 ， 我 们 看 到 一 个 正 多 边 形 内 接 于 半径 为 r 的 圆 。 为 了 确定 
这 个 多 边 形 的 面积 ， 我 们 从 这 个 圆 的 圆心 到 这 个 圆 上 的 五 个 顶点 画 半 
径 ， 于 是 把 这 个 多 边 形 分 成 五 个 三 角形 。 每 个 三 角形 都 有 长 度 为 pb 的 底 
边 ， 这 是 这 个 多 边 形 的 边 ， 三 角形 的 高 为 n"， 这 是 从 这 个 圆 的 圆心 到 这 
个 多 边 形 的 边 垂 直 夯 出 的 虚线 ， 我 们 称 其 为 边 心 距 。 根 据 著 名 的 三 角形 
面积 公式 ， 我 们 看 到 


每 个 三 角形 面积 = 5 x 底 x 高 = 6h 
所 以 


内 接 多 边 形 面积 = 5 x 每 个 三 角形 面积 =5x lb i 


而 5b 正 是 这 个 多 边 形 的 边 长 的 5 倍 ， 因 此 它 等 于 这 个 多 边 形 的 周 
长 。 总 之 ， 我 们 已 经 得 到 


正 多 边 形 面积 = |^ x 周 长 


经 过 片刻 的 沉思 ， 我 们 就 会 明日 ， 无 论 我 们 在 一 个 圆 内 内 接 一 个 正 
5 边 形 还 是 正 20 边 形 或 者 正 1000 边 形 ， 这 个 公式 都 成 立 。 对 于 一 般 的 情 
况 ， 即 在 圆 内 内 接 一 个 正 n 边 形 ， 这 个 多 边 形 被 分 成 n 个 小 三 角形 ， 每 个 
小 三 角形 都 有 相同 的 边 心 距 h (从 圆心 到 多 边 形 的 边 的 垂直 距离 》 和 底 
b《〈 这 个 n 边 形 的 边 长 ) 。 因 此 ， 


多 边 形 面 积 = nx 三 角形 面积 = mx |-bh =} x nb -加 x MK 


因为 周 长 是 多 边 形 边 长 b 的 n 倍 。 

现在 ， 我 们 想象 连续 地 内 接 一 个 正 10 边 形 、 一 个 正 10 000 边 形 ， 一 
个 正 10 000 000 边 形 等 ， 这 样 不 停 地 增加 边 数 。 很 显然 ， 至 少 在 直观 
上 ， 以 这 种 方式 ， 多 边 形 将 逐渐 “ 填 满 *(fi ”up) 圆 ， 希腊 人 说 这 是 “ 耗 
(exhaust), ALARA Mel 面积， 以 圆 面积 为 其 面积 
的 上 限 。 使 用 记 法 lim 表 示 极 限 limit， 我 们 看 到 


AHE = lim| 内 接 正 多 边 有 形 面 积 | = lim (5^ | x A 


内 接 正 多 边 形 的 面积 永远 不 会 与 圆 的 面积 精确 地 相等 ， 因 为 无 论 直 边 多 
么 小 ， 它 们 都 不 会 精确 地 与 圆 跌 一 致 。 但 是 ， 这 个 多 边 形 的 面积 可 以 任 
意 接 近 这 个 极限 面积 ， 即 这 个 圆 的 面积 。 

还 有 两 个 问题 : 当 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 时 ， 边 心 距 和 周 长 有 什么 
变化 呢 ? 显然 i 将 以 这 个 圆 的 半径 为 其 极限 值 。 同 样 内 接 正 n 边 形 的 周 长 
的 极限 值 是 这 个 圆 的 周 长 。 这 些 事实 可 以 用 符号 表示 如 下 : 

lim h=r, lim (JK) =C 


四 面积 = im | ($n) x 周 长 | = (Fr) x= F 


终于 露面 了 ， 因 为 我 们 注意 到 上 面 的 C=xD=2mr。 因 此 前 面 的 公式 











因此 
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— rC  r(2nr)  2mnr? 
圆 面 积 = -= HN = nr? 
ETC REM, QUEUE PRENATAL SBE ABE 
奋 ， 甚 至 令 报 纸 漫 画家 感到 兴奋 〈 见 图 C-3) 。 
图 C-3 (FRANK&ERNEST， 得 到 NEA, Inc. 的 许可 翻印 
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所 以 ， 如 果 求 一 个 给 定 的 圆 的 周 长 或 者 面积 ， 我 们 就 一 定 会 遇 到 
Tn。 但 是 这 引发 了 一 个 实际 问题 ， 即 要 确定 这 个 重要 的 比率 的 值 。 总 
之 ，T 是 一 个 真正 的 、 训 不 挨 假 的 数 的 符号 ， 任 何人 要 做 与 圆 相 关 的 计 
算 时 都 需要 知道 这 个 数 《〈 至 少 是 近似 值 ) 。 就 像 只 使 用 单词 egg 不 能 做 
蛋糕 一 样 ， 只 使 用 符号 rr 也 无 法 求 圆 面积 的 数值 。 

近似 比率 CD 的 最 简单 的 方法 是 量 出 某 个 圆 的 周 长 和 直径 ， 然 后 由 
前 者 除 以 后 者 。 例 如 ， 绕 一 辆 自行 车 的 轮胎 一 周 的 一 段 绳子 量 出 是 82 英 
寸 ， 而 同时 拉 伸 另 一 段 绳子 测 得 这 个 轮胎 的 直径 是 26 英 寸 。 因 此 ， 我 们 
实际 的 实验 产生 的 估 测 是 r= CDs82/26=3.15..., 而 表示 “ 约 等 于 >， 和 前 
章 的 意思 一 样 。 遗 憾 的 是 ， 当 我 们 用 同样 的 方法 去 测量 一 个 咖啡 饶 的 
圆 形 盖子 的 周 长 和 直径 时 ， 我 们 得 到 s=C/Ds18/6=3.00， 这 个 结果 并 没 
有 非常 接近 第 一 次 的 估 测 值 。 像 这 类 物理 测量 显然 要 带 来 一 些 误 差 ， 无 
论 如 何 ， 现 实 中 的 咖啡 氟 和 自行 车 轮胎 都 不 是 完美 的 数学 圆 。 

为 了 对 周 长 和 直径 的 比率 做 一 次 精确 的 数学 估 测 ， 我 们 把 注意 力 转 
向 锡 拉 库 扎 的 阿 基 米 德 〈 公 元 前 287 一 前 212) ， 这 是 数学 史上 一 位 令 人 
尊敬 的 人 物 。 阿 基 米 德 是 一 个 有 点 古怪 的 人 ， 心 不 在 看 ， 沉 迷 于 自己 的 
想法 ， 早 在 他 那个 时 代 ， 他 就 被 认为 是 一 位 科学 天 才 。 不 管 怎 样 ， 之 所 
以 人 们 至 今 仍 然 纪 念 他 ， 可 能 是 因为 他 识别 出 了 赫 农 王 的 王冠 。 

据 传 说 ， 锡 拉 库 扎 的 这 位 国王 命令 一 名 工匠 用 一 定量 的 黄金 制作 一 
个 精致 的 王冠 。 当 这 项 计划 完成 时 ， 有 流言 说 这 名 工 折 用 一 定量 的 银 取 
代 了 等 量 的 黄金 ， 因 此 这 个 王冠 不 值钱 ， 因 而 欺骗 了 国王 。 这 个 流言 是 
真 的 吗 ? 揭示 真相 的 任务 被 指派 给 阿 基 米 德 。 我 们 引用 罗马 建筑 师 维 特 
Sk (Vitruvius) 的 一 段 话 来 讲述 这 个 故事 。 

当 阿 基 米 德 脑 子 里 正在 想 着 这 件 事 时 ， 他 不 知 不 觉 来 到 了 浴池 。 当 



































他 跳 进 浴池 里 的 时 候 ， 发 现 洪 出 池子 外 面 的 水 量 等 于 他 漫 在 水 中 的 身体 
的 体积 。 因 为 这 一 事实 明示 了 破解 这 个 问题 的 方法 ， 他 不 再 耽搁 ， 而 是 
兴奋 地 跑 起 来 ， 他 跳出 池子 ， 赤 裸 地 跑 回 了 家 ， 大 声 地 喊 他 已 经 找到 了 
要 找 的 东西 。 他 一 边 跑 一 边 用 希腊 语 喊 到 : 找到 了 ， 找 到 了 ! 叫 

尽管 这 个 故事 的 真实 性 有 些 可 疑 ， 但 是 它 的 确 是 一 个 著名 的 故事 。 
也 许 在 整个 科学 史 中 再 没有 其 他 传说 能 把 才 乔 与 赤裸 等 要 素 如 此 生动 地 
结合 在 一 起 。 

历史 学 家 说 阿 其 米 德 经 常 在 沙 地 上 画图 形 来 研究 他 的 数学 。 甚 至 传 
说 他 经 和 常 携 带 一 个 沙盘 ， 就 像 当时 的 一 种 膝 上 电脑 。 当 灵感 涌 动 的 时 
候 ， 他 把 沙盘 放 在 地 上 ， 然 后 抹 平 沙子 ， 开 始 男 他 的 几何 图 形 。 在 今天 
看 来 ， 这 样 的 方法 显然 有 它 的 缺陷 : 一 阵 大 风 就 可 能 把 他 那 术 出 的 证 明 
Trái 一 个 恶棍 也 许 会 把 定理 踢 到 他 的 脸 上 ;一 只 猫 可 能 会 问 入 沙盘 ， 
弄 成 狼藉 一 片 ， 让 他 无 法 静心 沉思 。 

然而 ， 阿 基 米 德 成 功 了 ， 他 创造 了 数学 的 主体 ， 不 仅 把 它 留 给 了 他 
同时 代 的 人 ， 而 且 还 一 代 一 代 地 传承 给 后 来 的 学 者 。 我 们 将 在 第 S 章 接 
着 介绍 他 ， 在 那里 我 们 将 稍微 仔细 些 介 绍 他 的 最 伟大 成 果 ， 即 确定 了 球 
的 表面 积 。 但 是 这 里 先 讲述 他 对 圆周 与 直径 的 比率 的 估 测 ， 换 句 话 说 ， 
他 对 7 的 估 测 。 

E KEY EF, MEKE EES IEA). RA FR 
面 的 做 法 局 用 了 现代 的 符号 而 且 起 点 稍 有 不 同 ， 但 是 整个 进程 与 阿 基 米 
德 的 方法 一 致 。 这 个 过 程 只 需要 一 点 代数 知识 和 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 而 毕 
达 哥 拉 斯 定理 是 说 在 一 个 直角 三 角形 中 ， 其 斜 边 的 平方 等 于 其 他 两 个 边 
的 平方 和 。〈 毕 达 哥 拉 斯 定理 在 第 H 章 讨论。) 

我 们 利用 图 C-4， 有 一 个 圆 的 内 接 正 方形 ABCD。 因 为 周 长 和 直径 的 
比率 对 于 所 有 圆 都 是 相同 的 ， 可 以 把 这 个 圆 的 半径 选 为 上 1， 这 使 得 我 
们 的 工作 变 得 相对 简单 些 。 因 此 这 个 正方 形 的 对 角 线 ， 即 图 中 的 虚线 是 
人 2r =2。 

C-4 





























我 们 用 s 表 示 这 个 正方 形 的 边 长 ， 于 是 直角 三 角形 ABD 有 两 个 边 的 
边 长 是 s， 斜 边 是 2。 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 它 满足 %“+s“=2“， 所 以 


2. = 
2s =4,s=V20 L rene 


P= 43 =4,/2 
是 P=4s=4 ° 
这 个 正方 形 的 周 长 首 先 给 出 了 这 个 圆 的 周 长 的 一 个 粗略 的 估 测 。 用 
正方 形 的 周 长 取代 圆 的 周 长 ， 我 们 得 到 
x= ané ~ EREM 长 - AV? ad = 2828 497 125 


此 时 7 的 近似 值 2.8284 误 差 很 大 ， 甚 至 比 上 面 的 自行 车 的 轮胎 估 测 值 更 
HR RASHES LAD, ATRL METS, BRAD 
IT 


但 是 ， 根 据 阿 基 米 德 的 思想 ， 我 们 可 以 通过 加 倍 这 个 多 边 形 的 边 数 
来 改进 第 一 次 估 测 ， 因 此 得 到 一 个 内 接 正 八 边 形 并 设 它 的 周 长 是 这 个 辆 
的 周 长 的 下 一 个 估 测 值 。 我 们 再 次 把 边 数 加 倍 ， 得 到 一 个 内 接 正 十 六 边 


s°=4, s= 











形 ， 然 后 是 正三 十 三 边 形 ， 等 等 。 显 然 每 一 步 ， 我 们 的 估 测 值 都 更 精 
确 。 同 样 显 然 的 是 ， 在 我 们 的 方法 中 ， 我 们 的 主要 障碍 是 确定 这 些 多 边 
A spe Quin oS ese RIS 
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再 次 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 就 可 以 克服 这 一 障碍 。 图 C-5 给 出 了 圆心 
是 O 且 半径 为 r=1 的 一 个 圆 的 一 部 分 。 长 度 为 a 的 线段 AB 是 内 接 正 mn 边 形 
的 一 条 边 。 点 D 把 线段 AB 二 等 分 ， 男 一 条 通过 D 点 的 半径 ， 其 与 圆 相 区 
于 C 点 ， 我 们 生成 线段 AC， 这 是 内 接 正 2n 边 形 的 一 条 边 。 如 果 b 是 AC 的 
长 度 ， 我 们 希望 确定 a 与 b 之 间 的 关系 ， 即 一 个 内 接 正 多 边 形 的 边 长 与 边 
数 是 其 边 数 2 倍 的 正 多 边 形 的 边 长 之 间 的 关系 

首先 注意 到 AADO 是 直角 三 角形 ， 其 斜 边 长 为 r=1， 直 角 边 AD 的 长 
为 (1/2)a。 如 果 x 代 表 直 角 边 OD 的 长 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 保证 


及 5) +z s kr" x" l i I y! 1 


因为 CD 的 长 度 显 然 是 OC (半径 ) 的 长 度 和 OD 的 长 度 之 差 ， 于 是 
我 们 得 出 CD 的 长 度 是 





2 

a 

i4 1-4/1 — 

4 
再 次 对 直角 三 角形 ADC 运 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 得 到 


| a ; i 1? : 
b= (52) +(l—z2z)* = T +1— 2r +2* 


€ | 4 p 
a° | i a 2 1 d a* 
4 


a* / 1 
E es doi) mm 25,50. | 19 
1 V 4 joe 


为 a%/4 项 消失 了 。 我 们 把 上 面 表达 式 中 的 2 从 根 号 外 面 移 到 根 号 里 面 就 
可 以 化 简 这 个 表达 式 ， 于 是 得 到 


最 后 得 到 


b—32—4.4-—2a? 


现在 ， 我 们 要 回 到 对 进行 佑 测 的 问题 上 来 。 回 想 一 下 我 们 的 内 接 


人 
边 长 时 ， 这 个 值 相当 于 a: 


b= y2- y 1-a? y? yá v2)? V2-v4-2 v2 v2 


因此 八 边 形 的 周 长 是 8gxb=8 m V2. 于 是 我 们 估 测 n 为 


> 圆周 长 _ 正 多 边 形 周 长 | 8V2— v2 
He ~ fs 2 
= 4V2 — V2 = 3.061 467 459... 








接 下 来 我 们 要 利用 16 边 形 。 这 一 次 a= 2 一 V2 usan 
确定 的 正八 边 形 的 边 长 ， 我 们 使 用 它 求 正 16 边 形 的 边 长 b: 


b=V2— V4- a? = 2- V4 (V2— 2)? 
= y2 - y4- -(2- V3) = y2- V2+ V3 
所 以 16 边 形 的 周 长 是 


16 x b= 16\/2— y 2 + V2 


于 是 我 们 对 n 的 更 好 的 估 测 值 是 


LC, 正 多 边 形 周 长 _ 16/2 VI+ v2 
D~ ER 2 


= 8V2 — V2+ V2 = 3.121 445 153--- 
现在 我 们 取得 了 某 种 程度 的 进展 。 再 次 把 边 数 加 倍 ， 并 运用 这 一 公 
式 得 到 内 接 正 32 边 形 的 周 长 是 


32/2—- 2+ y24 V2 


A^ OPERAE = 16 ey 2+ V2+ v2 = 3.136 548 491 -- 


我 们 可 以 继续 进行 。 ire a piney e es 事实 上 ， 这 一 进 
展 模式 使 得 从 一 步 步 到 下 步 的 过 渡 变 得 非常 顺利 。 

在 计算 器 的 帮助 下 ， 我 们 再 进行 七 次 加 倍 ， 得 到 了 64 边 形 、128 边 
形 、256 边 形 、512 边 形 、1024 边 形 、2048 边 形 以 及 4096 边 形 。 显 然 正 
4096 边 形 已 经 相当 接近 圆 了 ， 尽 管 它 与 自己 所 内 接 的 圆 不 完全 相同 。 这 
次 对 nt 的 估 测 是 











所 以 r 的 佑 测 值 为 








C _ 多 边 形 周 长 
D Kë 

















, la... |e i i ‘ | |, JE 
= 2048 |2- |2+ |2,|2--4 24-4| 22-1 2-- / 2-- / 2-- V/2- V2 
\ \ | [MTS 


= 3.141 594 618 -- 


上 面 的 表达 式 已 经 精确 到 了 小 数 点 后 第 五 位 ， 它 的 特殊 外 形 充 分 展 


示 了 数学 的 艺术 性 。 更 重要 的 是 我 们 知道 了 如 何 得 到 更 精确 的 佑 测 值 : 
再 继续 这 样 的 模 陈 一 次 ， 或 者 一 激动 再 做 50 次 。 以 这 样 的 模式 ， 第 数 
可 以 达到 我 们 希望 的 精确 度 。 

使 用 正 多 边 形 的 这 种 基本 方法 要 退 溯 到 22 个 世纪 之 前 的 阿 基 米 德 。 
但 是 它 有 一 种 缺点 : 需要 计算 平方 根 的 平方 根 的 平方 根 。 随 着 每 一 次 边 
数 的 加 倍 ， 我 们 都 陷入 一 次 平方 根 螨 套 ， 因 而 随 之 使 整个 过 程 变 得 复 
杂 。 阿 基 米 德 当时 既 没 有 十 进 制 体系 也 没有 计算 项， 他 不 得 不 通过 寻求 
大 致 等 值 的 小 数 来 压倒 这 一 平方 根 风暴 。 他 最 后 用 到 了 96 边 形 。 他 做 到 
的 这 一 切 已 经 足以 证 明了 他 是 天 才 。 

然而 还 有 更 容易 更 有 效 的 途径 到 达 同 样 的 终点 吗 ? 答案 是 肯定 的 ， 
尽管 在 17 世 纪 微 积分 和 无 穷 级 数 发 明之 前 ， 这 一 途径 还 隐 于 迷 邹 之 中 。 
只 有 有 了 微 积分 和 无 穷 级 数 ， 数 学 家 才能 真正 找到 r 更 有 效 的 近似 值 。 
尽管 这 是 一 个 相当 精妙 的 话题 ， 但 是 我 们 还 是 希望 至 少 给 出 一 种 冲击 这 
一 防线 的 感觉 。 

有 一 个 重要 的 函数 ， 它 被 称 为 反正 切 函 数 〈 记 为 tan'ix) ， 出 映 于 
三 角 学 领域 ， 在 这 里 我 们 不 需要 考虑 三 角 学 。 重 要 的 是 我 们 可 以 把 tan- 
1x 表 示 成 无 穷 级 数 。 
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上 面 这 个 求 和 过 程 以 一 种 显然 的 模式 无 限 地 进行 下 去 。 我 们 越 往 前 进行 
算术 运算 ， 就 越 接 近 tan xh) AKE 
但 是 这 与 r 有 什么 关系 呢 ? 使 用 三 角 学 我 们 可 以 证 明 下 面 的 事实 : 





| a1 11 
m=4|tan 一 十 tan 一 十 tan “一 
2 5 8 


然后 ， 我 们 分 别 把 x= 1/2, x= 1/5,x=1/8 代 入 到 上 面 所 示 的 级 数 中 来 近似 
tan-11/2, tan 11/5, tan-11/8。 对 每 一 个 级 数 计算 七 项 得 到 : 


1 l 1 ] l 1 
z= 4 |tan ~ + tan - + tan =i 
2 9 8 














«(5 Qa) URP, DN | TUA RP M) 











2 3 5 7 9 11 13 

L (Q/8* Q/5? (1/5)" | (1/5)® (Q/9)" (1/5) 
"ur dL. fF ss m A ) 

| Q/8? Q/85 (1/8)" (1/89 (1/8)! (1/8)? 
i NE ce i «XU ) 


= 4(0.785 399 829---) = 3.141 599 318. -- 


像 我 们 前 面 的 估 测 一 样 ， 这 一 估 测 可 以 精确 到 小 数 点 后 许多 位 。 然 
而 前 面 的 估 测 导入 了 很 多 平方 根 ， 其 每 一 个 都 需要 自己 的 佑 测 程序 ， 而 
上 面 的 估 测 却 再 也 见 不 到 平方 根 的 身影 ! 通过 引入 tax3x 的 无 穷 级 数 ， 
数学 家 可 以 避 开 平方 根 这 样 可 怕 的 事情 。 

大 约 3 个 世纪 前 取得 的 这 一 成 果 使 得 在 r 的 计算 方面 取得 了 巨大 的 进 
步 。1948 年 “计算 机 出 现 之 前 ) ， 人 们 就 已 经 将 r 精 确 到 小 数 点 后 808 位 
了 。 一 年 后 ，ENIAC 计 算 机 把 这 一 精度 推 到 了 2037 位 加 。 而 按 现在 的 标 
准 ， 这 样 的 计算 机 绝对 是 太初 级 了 。 这 一 精度 的 改进 说 明 一 个 事实 : 计 
算 机 可 以 做 r 的 任意 位 数 的 计算 。 的 确 ， 位 探索 已 成 为 一 小 部 分 人 热情 
妃 逐 的 事情 ， 他 们 致力 于 一 系列 数值 计算 机 的 研究 。 不 入， 精度 就 增加 
到 10 万 位 ，100 万 位 ， 以 及 令 人 吃惊 的 10 亿 位 。 这 样 的 计算 一 般 都 在 著 
名 大 学 或 大 的 研究 中 心 内 依赖 于 强大 的 超级 计算 机 完成 。 

然而 ，David Chudnovsky 和 Gregory Chudnovsky 这 一 对 聪明 却 有 点 
古怪 的 兄弟 却 逆 潮流 而 上 ， 在 曼哈顿 岛 公 寅 里 他 们 把 邮购 来 的 元 器 件 组 
闭 成 计算 机 ， 计 算 T 到 小 数 点 后 20 亿 位 。 他 们 的 工程 令 蝎 面 放 满 了 计算 
机 部 件 ， 走 万 上 布 满 了 电线 ， 所 有 这 些 电 子 小 部 件 产 生 的 热量 使 得 公寓 
的 室温 急剧 升 高 。 尽 管 如 此 ，Chudnovsky 兄 弟 俩 人 还 是 努力 完成 了 这 一 
任务 。 这 兄弟 二 人 的 方法 与 各 大 学 的 超级 计算 机 的 对 比 束 相当 于 他 们 二 
人 与 《圣经 》 故 事 中 的 巨人 歌 利 亚 (Goliath) 的 对 比 ， 尽 管 此 时 ， 这 对 处 
于 劣势 的 兄弟 拥有 许多 小 硅 棒 。D] 

如 果 说 纽约 的 Chudnovsky 兄 第 是 成 功 攻 元 了 7 的 一 对 孤独 的 猥 ， 那 
么 古 德 温 (E.J. Goodwin) 医 生 的 孤军 奋战 则 相当 失败 。 他 的 故事 很 多 数 
学 家 都 知道 ， 却 常 讲 常 新 。 

故事 发 生 在 19 世 纪 末 。 占 德 温 医 生生 活 在 印第安 纳 州 的 Solitude, 这 
是 一 个 但 远 且 至 无 生气 的 小 镇 。 为 了 打发 他 的 业余 时 间 ， 这 位 优秀 的 医 
生 涉 足 了 数学 ， 遗 憾 的 是 他 热情 有 余 而 能 力 不 足 。 他 相信 自己 对 圆 的 面 
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伟大 的 数学 进步 应 该 与 学 术 团 体 一 起 分 享 ， 但 是 上 古 德 温 医 生 却 采 用 
了 不 同 的 策略 。 他 把 他 的 成 果 引 入 到 政治 舞台 而 不 是 学 术 舞 台 ， 他 要 求 
印第安 纳 州 众议院 的 代表 引入 下 面 的 条 球 作 为 1897 年 的 246 写 法 采 :“ 印 
第 安 纳 州 众议院 制定 如 下 法 律 ， 确 定 圆 的 面积 等 于 这 个 圆 的 周 长 的 四 分 
之 一 的 平方 。* 辆 当然 1897 年 的 政治 领导 人 并 不 比 现 代 的 政治 领导 人 对 
数学 更 内 行 ， 只 是 因为 他 们 觉得 它 完全 可 以 接受 。 但 是 这 是 什么 意思 
呢 ? 

正如 图 C-6 所 示 的 那样 ， 古 德 温 的 法 案 说 左边 圆 的 面积 等 于 右边 正 
方形 的 面积 ， 而 右边 正方 形 的 每 条 边 长 正好 等 于 这 个 圆 的 四 分 之 一 ， 即 
它 的 周 长 的 四 分 之 一 。 如 果 我 们 用 r 表 示 这 个 圆 的 半径 ， 而 周 长 表 示 
为 C=2xr, 那 么 我 们 知道 这 个 圆 的 面积 等 于 mr, 而 正方 形 的 面积 等 于 : 


© x". Of} xU ou Ne 3... 
一 ( ) —x2nr -Jtr -Xr 
4 4 2 1 


要 像 古 德 温 所 说 的 那样 ， 这 两 个 面积 相等 ， 那 么 有 下 式 成 立 : 
xr? = 圆 面积 = 正方 形 面积 = dn 
交叉 相 乘 后 我 们 得 到 4r=r 玫 ， 消 除 两 边 的 rr 王 ,我 们 得 到 最 终结 果 是 


T=4。 
也 许 阿 基 米 德 正 在 他 的 坟墓 里 抗议 ， 但 是 印第安 纳 州 的 立法 者 们 没 
有 一 个 人 因为 这 样 的 结论 而 感到 困惑 。 对 于 他 们 来 说 ， 这 些 话 听 起 来 太 
深奥 而 无 法 反驳 。 这 一 法 案 有 点 奇怪 地 首先 由 关于 沼泽 地 的 委员 会 讨论 
通过 。1897 年 2 月 ， 教 育 委 员 会 讨论 通过 。 三 天 后 ， 整 个 印第安 纳 州 议 
SNARE Al EIR: Ea 
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其 间 ， 这 件 事 引 起 新 闻 界 的 注意 ，《 印 第 安 纳 波 利 斯 哨兵 》 就 表明 
了 对 它 的 支持 : 

TUAE usus 不 是 有 意 欺 骗 。 古 德 温 医 生 ...... 和 州 教育 厅 长 相信 它 
是 人 们 长 期 寻找 的 解 ..…... 它 的 作者 古 德 温 医 生 是 一 位 著名 的 数学 家 。 他 
对 此 拥有 版 权 ， 但 他 提出 ， 如 果 众 议院 认可 这 个 解 ， 那 么 他 将 允许 这 个 
州 人 免费 使 用 这 个 数 。 叶 ] 

上 上 段 文 字 除 了 说 明 州 教育 厅 长 支持 这 一 法 案 之 外 ， 还 给 出 了 下 面 这 
些 奇怪 举动 的 一 个 合适 的 理由 : 这 些 立 法 人 员 非 常 渴望 全 国人 民 或 者 全 
ere ee a renee ee 
YAR o 

2465 1k 3€ pi ^c AE WN AGHA, WIERAF2A 12 HR 
过 ， 就 剩 下 通过 参议 院 全 体会 e 并 得 到 法 律 的 身份 了 。 

幸运 的 是 ， 在 最 后 关头 ， 这 一 法 案 没 有 通过 。 它 的 失败 很 大 程度 上 
要 归功 了 于 普度 大 学 的 数学 家 沃 尔 多 CC. A. Waldo) 他 当时 正在 印第安 
流利 斯 。 沃 尔 多 回忆 了 他 在 参观 州 议 会 大 厦 时 所 发 生 的 事情 ， 下 面 是 Fil 
人 的 回忆 : “一 名 委员 向 他 出 示 了 这 个 法 案 的 副本 .……. 并 问 他 是 否 愿 
认识 一 下 这 位 博学 的 医生 。 他 婉言 谢绝 了 这 番 好 意 ， E 
AES Er. nel 

由 于 这 位 教授 的 负面 评价 ， 对 于 这 个 法 案 的 支持 失败 了 。2 月 12 日 
下 午 ， 参 议院 无 限期 推迟 了 这 一 议案 ， 维 持 r 等 于 3.141 59... 合 法 。 一 位 
很 有 见识 的 该 议案 的 反对 者 参议 员 哈 贝尔 抱怨 说 :“ 参 议院 还 不 如 立法 让 
水 往 山 上 流 。” 

从 阿 基 米 德 的 沙盘 到 印第安 纳 州 的 立法 大 厅 ， 圆 和 n 激 起 了 人 们 的 
兴趣 。 在 本 书后 面 的 章节 中 我 们 还 会 看 到 它们 两 个 ， 因 为 它们 是 数学 事 
业 的 中 心 。 现 在 ， 我 们 给 出 这 个 世界 的 伟大 数值 的 前 30 位 小 数 : 

n= 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 ... 
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外 交 家 。 这 篇 论文 里 密 密 态 及 地 挤 满 了 拉丁 词汇 和 数学 符号 ， 当 时 的 读 
者 可 能 会 觉得 很 难 理 解 。 今 天 看 来 ， 这 篇 论文 的 主题 的 最 好 线索 束 是 论 
文 标题 末尾 出 现 的 一 个 词 : 微 积分 (calculi)。 

这 是 第 一 次 正式 出 版 的 微 积 分 著述 。 它 的 题目 翻译 为 《一 种 求 极 大 
值 与 极 小 值 以 及 求 切线 的 新 方法 ， 它 也 适用 于 有 理 量 与 无 理 量 ， 还 有 这 
种 新 方法 的 奇妙 微 积分 计算 》。[ 呀 而 在 这 里 ， 微 积分 一 词 的 意思 是 “一 
组 规则 ”， 在 该 论文 中 它 是 适用 于 有 关 极 大 值 、 极 小 值 以 及 切线 等 一 类 
问题 的 一 些 规 则 ， 莱 布 尼 次 声称 这 些 规则 适用 于 有 理 数 和 无 理 数 。 他 的 
发 现 意义 如 此 重大 ， 后 来 微 积 分 一 词 成 为 了 不 朽 的 数学 词汇 。 事 实 上 ， 
数学 家 想 要 对 这 门 学 问 给 予 特殊 的 关注 时 就 会 把 它 称 为 “the calculus", 
XUT ERAF ES ANN o 

它 是 令 人 敬 月 的 。 在 传统 的 大 学 本 科 课 程 中 ， 微 积分 是 进入 高 等 数 
学 的 入 口 ( 遗 憾 的 是 ， 对 某 些 人 来 说 是 一 种 障碍 ) 。 它 已 经 成 为 工程 
师 、 物 理学 家 、 化 学 家 、 经 济 学 家 等 各 种 专业 人 士 的 不 可 或 缺 的 工具 。 
微 积 分 显然 是 17 世 纪 数 学 的 最 高 成 就 ， 很 多 人 认为 它 是 整个 数学 发 展 史 
上 的 最 高 成 就 。20 世 纪 最 具 影 响 力 的 数学 家 之 一 约 验 * 冯 " 话 依 受 (1903- 
1957) 写 道 :“ 微 积分 (the ”calculus) 是 现代 数学 取得 的 最 高 成 就 ， 对 它 的 重 
要 性 怎样 强调 也 是 不 会 过 分 的 。”( 注 意 冯 * 诺 依 曼 提 到 的 是 the 
calculus. ) 
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它 ， 它 将 是 我 们 第 L 章 的 主题 。 

在 探讨 微分 之 前 ， 我 们 应 该 简单 介绍 一 下 它 的 起 源 。 尽 管 是 羔 布 尼 
次 首先 在 17 世 纪 80 年 代 中 期 公开 描述 了 微 积分 ， 然 而 ， 是 艾 院 元 "牛顿 
在 1664 年 到 1666 年 之 间 首 先 研究 了 这 个 课题 。 当 时 还 是 剑桥 大 学 三 一 学 
院 的 学 生 的 牛顿 创造 了 他 所 谓 的 “ 流 数 "， 这 也 是 一 组 规则 ， 利 用 它们 他 
也 可 以 求 得 极 大 值 、 极 小 值 和 切线 ， 它 们 也 适用 于 有 理 数 和 无 理 数 。 总 
之 ， 他 的 流 数 要 比 羔 布 尼 次 发 表 的 微 积 分 早 二 十 年 。 

现代 学 者 认为 他 们 二 人 分 别 独立 发 明了 微 积 分 。 但 是 当时 的 数学 家 
怀疑 这 是 一 种 简 鳃 ， 他 们 对 这 一 荣誉 的 分 配 几 平 无 法 做 到 有 雅 量 。 于 
是 ， 瑞 国人 坚持 认为 牛顿 优先 ， 而 欧洲 大 陆 的 数学 家 们 则 坚信 莱 布 尼 次 
优先 ， 双 方 展 开 了 一 场 激 烈 的 争论 。 这 场 争论 可 以 说 是 数学 史上 最 不 过 
的 一 段 插 曲 ， 我 们 将 在 第 K 章 给 予 详 细 描 述 。 

牛顿 和 莱 布 尼 次 发明 的 究竟 是 什么 呢 ? 微 分 学 的 核心 是 斜率 和 切线 
的 概念 ， 一 般 在 高 中 的 代数 课 里 介绍 斜率 ， 而 切线 则 是 高 中 的 几何 课程 
的 关键 概念 。 切 线 出 现在 莱 布 尼 次 的 论文 标题 中 ， 但 是 我 们 先 从 斜率 开 


讨论。 












































假设 在 坐标 平面 内 有 一 条 直线 。 我 们 可 以 分 别 研究 x 坐 标 和 y 坐 标 ， 
但 是 研究 x 和 和 y 是 如 何 连带 变化 的 通常 更 有 益 。 例 如 ， 如 果 x 增 加 4 个 单 
位 ， 那 么 相应 的 y 的 值 如 何 变化 呢 ? 

能 够 想到 的 是 这 个 答案 与 问题 中 的 直线 的 坡度 有 关 。 在 图 D-1 中 ， 
左边 的 直线 逐渐 上 升 ， 所 以 x 坐 标 增加 4 个 单位 《〈 即 水 平 轴 上 增加 4 个 单 
位 ) 导致 ?坐标 产生 较 小 的 变化 《〈 即 垂直 变化 非常 小 ) 。 但 是 对 于 右边 
WUSHGLA I Ut, x 增 加 4 个 单位 则 导致 y 产 生 较 大 的 上 升 。 
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为 了 用 数学 语言 描述 这 一 概念 ， 我 们 定义 直线 的 斜率 为 : 


"T y 的 改变 量 ” 上升 
7 的 改变 量 “平移 
如 果 一 条 直线 的 斜率 是 2/5， 那 么 当 x 增 加 5 个 单位 时 ，y 会 增加 2 个 单位 ， 
绥 绥 上 升 。 而 如 果 和 斜率 是 5/2， 则 表明 当 x 增 加 2 个 单位 时 ，y 整 整 增 加 5 个 
单位 ， 此 时 攀升 速度 相当 快 。 如 果 要 求 我 们 把 一 架 钢 琴 拉 上 一 个 和 斜坡 ， 
人 
D-2 
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对 于 一 条 斜率 为 5/2 的 直线 ， 水 平方 向 增加 2 个 单位 导致 垂直 方向 上 
升 5 个 单位 。 因 此 ， 如 果 x 增 加 3x2=6 个 单位 ， 那 么 y 则 相应 地 增加 3x5=15 
个 单位 。 同 样 〈 这 是 解释 斜率 的 关键 )》，x 回 右 增 加 一 个 单位 将 导致 y 增 
加 5/2=2.5 个 单位 。 对 于 斜率 是 2/5 的 直线 来 说 ，x 增 加 一 个 单位 则 导致 y 
增加 2/5=0.4 个 单位 。 因 此 ， 我 们 可 以 把 直线 的 斜率 看 成 是 z 每 单位 改变 
量 引 发 的 y 的 改变 量 。 即 斜率 告诉 我 们 当 x 增 加 1 时 ，y 增 加 多 少 。 
所 有 这 一 切 似 乎 没有 什么 现实 意义 ， 但 是 事实 并 非 如 此 。 例 如 ， 假 
设 我 们 正在 考虑 一 架 飞 机 的 运动 ， 其 中 x 代表 这 架 飞 机 在 高 空 飞行 的 时 














间 ，y 是 它 在 x 小 时 内 飞行 的 距离 。 假 设 x-y 关 系 的 图 像 是 一 条 直线 ， 我 们 
把 这 条 直线 的 斜率 解释 为 单位 时 间 变 化 〈x 的 变化 ) 所 对 应 的 距离 的 变 
化 〈y 的 变化 ) ， 即 这 个 斜率 代表 发 机 的 速率 〈 用 每 小 时 的 英里 数 来 衡 
T) 。 这 个 速率 对 飞行 员 来 说 非常 重要 ， 这 一 点 是 无 可 否认 的 。 这 一 切 
都 与 斜率 这 样 一 个 抽象 的 数学 概念 密切 相关 ， 说 明 这 种 思想 在 纯 数 学 领 
域 之 外 是 何等 重要 。 

下 面 再 考虑 一 个 经 济 学 问题 。 我 们 考虑 与 某 个 制造 过 程 相关 的 两 个 
变量 : x 是 生产 出 的 产品 数量 ，y 是 销售 x 件 产 品 后 产生 的 利润 。 如 果 x-y 
关系 的 图 像 是 一 条 直线 ， 那 么 我 们 把 这 条 直线 的 斜率 解释 为 对 应 于 单位 
销售 量 的 变化 而 产生 的 利润 变化 ， 即 每 增加 一 件 产品 销售 所 增加 的 效 
益 。 经 济 学 家 对 这 个 概念 是 如 此 倾心 ， 致 使 他 们 给 它 起 了 一 个 特殊 的 名 
字 ， 边 际 利润 ， 它 的 值 可 以 决定 大 型 产业 的 发 展 过 程 。 

生活 中 有 很 多 和 斜率 的 例子 。 像 每 加 仑 英里 数 、 每 秒 瑞 尺 数 或 每 磅 价 
格 这 样 的 上 度量， 表明 斜率 就 在 我 们 的 身边 。 坚 无 疑问 ， 一 些 最 重要 的 数 
TRU 只 要 涉及 一 个 量 相 对 另外 一 个 量 的 变化 比率 ， 就 会 体现 了 和 斜率 的 
UEM 

对 于 我 们 刚才 的 例子 ，x 增 加 一 个 单位 导致 y 有 一 个 相应 的 增加 。 从 
图 上 看 ， 这 表明 当 我 们 同 右 移动 时 ， 这 条 直线 是 同上 攀升 的 。 但 是 并 不 
是 所 有 线性 关系 都 是 这 一 类 型 。 显 然 我 们 可 能 迪 到 这 样 的 例子 ，x 增 加 
导致 y 减 少 。 还 用 改 机 的 例子 ， 我 们 可 以 设 x 是 飞机 在 空中 飞行 的 时 
间 ，y 是 飞机 与 其 目的 地 的 距离 。 于 是 ， 当 x 增加 时 ，y 束 会 减少 。 这 种 
情况 可 以 用 图 D-3 左 图 的 直线 说 明 ， 对 于 这 条 直线 ， 当 x 增加 2 时 ，y 减 少 
5。 这 里 
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还 有 最 后 一 种 情况 ， 对 于 微分 学 非常 重要 ， 它 是 如 图 D-3 右 图 所 示 
的 水 平 线 。 在 这 里 ，x 的 增加 不 会 导致 y 的 增加 或 者 减少 ， 因 为 ?没有 变 
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总 之 ， 上 升 直线 有 正 斜率 ， 下 降 直线 有 负 和 斜率， 水 平 直 线 有 零 余 
这 ， 它 是 上 天 直线 与 下 降 直 线 的 分 界线 ， 其 斜率 也 是 正 负 的 分 界线 。 È 
站 步调 一 致 

遗憾 的 是 ， 这 一 理论 只 适用 于 直线 ， 因 为 整个 直线 显示 出 相同 的 倾 
斜 度 ， 即 有 相同 的 斜率 。 在 数学 中 直线 当然 非常 重要 ， 但 是 显然 现实 世 
界 的 很 多 现象 显现 出 多 变 的 非 线性 的 性 质 。 飞 机 不 可 能 以 某 个 固定 的 速 
度 飞行 ， 生 产 过 程 也 不 可 能 呈现 出 不 变 的 边际 利润 。 总 之 ， 我 们 如 何 确 
定 曲线 的 斜率 呢 ? 要 描述 这 个 问题 ， 我 们 最 终 要 进入 微分 学 领域 。 

为 了 说 明 这 一 问题 ， 我 们 考虑 图 D-4 所 示 的 抛物 线 y=x2-4x+7 的 图 
f camh, RITES! aoe Ta, JAE MAR Lt 
(3，4) 为 A。 

显然 整个 抛物 线 没有 固定 的 斜率 。 当 我 们 沿 着 这 条 曲线 移动 时 ， 要 
不 断 地 改变 方向 ， 从 左边 进入 ， 开 始 下 降 ， 然 后 在 底部 趋 于 水 平 ， 然 后 
向 右上 升 。 基 本 原理 很 显然 ;曲线 不 同 于 直线 ， 它 每 一 点 的 斜率 都 不 


同 。 

那么 如 何 确 定 这 条 曲线 在 点 A 的 斜率 呢 ? 从 图 上 看 ， 在 点 A 画 出 这 
个 抛物 线 的 切线 ， 并 把 抛物 线 《〈 曲 线 ) 的 斜率 看 成 是 在 这 点 的 切线 CH 
线 ) 的 斜率 似乎 比较 合理 。 下 面 的 情景 给 出 了 这 种 方法 的 合理 性 。 

假设 我 们 沿 着 这 条 抛物 线路 径 开 一 辆 小 车 。 我 们 先 从 左边 往 下 开 ， 
再 水 平移 动 ， 然 后 向 右 往 上 疏 ， 越 向 上 越 陡 。 当 我 们 正好 到 达 点 〈3,4) 
时 ， 我 们 突然 飞 出 这 辆 车 ， 在 车 子 继续 沿 着 抛物 线 同 上 运行 的 同时 ， 我 
们 则 沿 直线 前 进 〈 如 图 D-4 所 示 的 箭头 方向 ) 。 因 此 ， 我 们 的 飞行 直线 
是 这 条 曲线 在 点 (3，4) 处 的 切线 ， 这 条 切线 的 斜率 就 是 我 们 所 说 的 抛物 
线 在 所 4 处 的 斜率 。 
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这 就 简单 多 了 。 但 如 何 求 这 条 切线 的 斜率 还 不 是 很 显然 。 在 探讨 解 
决 方案 之 前 ， 我 们 应 该 明示 其 中 存在 的 困难 。 因 为 斜率 定义 为 


H2 = JH 
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因此 需要 直线 上 的 两 个 点 来 计算 。 然 而 在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 只 知道 这 
条 切线 上 的 一 个 点 ， 即 点 A=(3,4) 自 己 。 如 果 我 们 还 知道 这 条 切线 上 的 另 
外 一 个 点 ， 那 么 很 快 束 可 以 求 得 它 的 和 斜率。 没有 这 样 的 信息 ， 我 们 就 好 
像 进 入 了 死胡同 ， 但 古 微分 学 给 出 了 绕 过 这 一 障碍 的 方法 ， 那 就 是 间接 
地 到 近 这 条 切线 的 斜率 。 这 是 一 条 绝妙 的 进攻 路 线 。 

对 于 我 们 的 问题 ， 我 们 要 求 的 是 这 条 曲线 在 x=3 处 的 斜率 ， 首 先 我 


们 考虑 在 x=4 时 的 情况 。 此 时 ， 没 有 办 法 知道 对 应 于 x=4 的 这 条 切线 上 的 
点 ， 但 是 我 们 可 以 确定 x=4 时 抛物 线 上 的 点 ， 此 时 y=4?-4x4+7=7。 我 们 

在 图 D-5 上 标 出 这 个 点 (4,7) 为 B， 图 D-5 给 出 了 这 条 曲线 这 个 关键 部 分 

的 放大 图 。 于 是 很 容易 求 得 通过 点 A 和 点 B 的 直线 的 斜率 ， 我 们 称 这 条 

直线 为 连接 A 和 B 的 割 线 : 
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ze dE ATE, 遗憾 的 是 ， 它 不 是 切线 自身 的 斜 紊 ， 而 是 那 
me 只 能 作为 一 个 粗略 的 近似 。 我 们 如 何 改进 这 个 估 测 呢 ? 
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为 什么 不 在 这 条 抛物 线 上 选 出 一 个 比 B 更 靠近 A 的 点 昵 ? 比如 说 设 
x=3.5。 相 应 的 y 值 是 3.5?-4x3.5+7=5.25， 所 以 抛物 线 上 有 坐标 为 (3.5， 
5.25) 的 点 C。 连 接 A 和 C 的 割 线 有 斜率 
a 5.25 一 4 _ le — 9 50 
T2 一 T] 3.05— 3 0.5 
如 有 果 你 想象 在 图 D-5 上 在 点 A 和 C 之 间 男 一 条 直线 ， 它 显然 比 我 们 第 一 次 
尝试 的 A 和 B 之 间 的 直线 更 加 接近 切线 。 于 是 2.50 的 斜率 比 我 们 第 一 个 估 
测 值 3.0 更 加 接近 切线 的 斜率 。 

下 一 步 应 该 是 可 以 预测 的 : 在 抛物 线 上 取 一 个 更 加 接近 点 A 的 点 。 
例如 设 x=3.10， 于 是 y=3.10?-4x3.10+7=4.21， 令 D 是 点 (3.10，4.21)。 连 接 
点 A 和 D 的 割 线 显然 更 加 接近 要 求 的 切线 ， 它 的 笠 率 是 








y-u 421-4 021 _ 2.10 
ne ade Ms BID A 

继续 照 这 样 进行 ， 设 我 们 的 点 沿 着 抛物 线 向 A 移 动 ， 并 计算 我 们 行 
驶 过 程 中 相应 的 割 线 的 斜率 。 这 样 的 一 连 串 计算 出 现在 下 面 的 表格 里 。 








抛物 线 上 的 点 相连 这 个 点 与 点 的 割 线 的 斜率 
(4.0, 7) 3.0 

(3.5, 5.25) 2.5 

(3.10, 4.21) 2.10 

(3.01, 4.0201) 2.01 


(3.0001,4.000 200 01) 2.0001 


有 一 个 显然 的 模式 。 当 我 们 的 点 沿 抛 物 线 同 A= (3,4) 移 动 时 ， 对 应 
的 割 线 也 旋转 着 更 加 靠近 这 条 切线 ， 它 们 的 笠 率 显然 逐渐 通 近 无 法 求 得 
的 切线 斜率 的 更 精确 的 估 测 值 。 在 我 们 的 例子 中 ， 我 们 能 够 很 快 地 猜测 
出 问题 中 的 切线 斜率 是 这 些 割 线 斜 率 无 限 靠近 的 那个 数 : 抛物 线 y=x”- 
4x+7 在 点 (3,4) 处 的 切线 的 斜率 显然 是 2。 

至 此 ， 一 切 都 很 完美 。 但 是 ， 如 果 我 们 要 求 同 一 抛物 线 在 点 (1,4) 
处 的 斜率 又 如 何 是 好 呢 ?” 我 们 或 许 不 得 不 进行 类 似 的 计算 并 准备 一 张 类 
似 的 表格 。 如 果 给 我 们 另外 十 多 个 点 ， 需 要 求 得 在 这 些 点 处 的 切线 斜 
率 ， 那 又 如 何 是 好 呢 ? 我 们 可 能 要 面 对 十 多 张 表 格 ， 而 且 整 个 操作 将 变 
得 非常 乏味 。 能 够 改善 这 种 计算 和 斜率 的 过 程 吗 ? 

答案 是 肯定 的 。 事 实 上 ， 这 束 是 莱 布 尼 次 在 1684 年 的 那 入 论文 中 擂 
述 的 规则 所 实现 的 目标 。 这 种 改善 要 求 我 们 稍微 采用 更 抽象 的 观点 ， 也 
就 是 说 更 代数 的 观点 。 现 在 我 们 不 再 关注 特定 的 点 (3,4)， 而 是 要 发 明 一 
个 求 抛物 线 y=ax*+bx+c 上 任意 点 P 处 的 切线 的 斜率 公式 。 

设 P 有 坐标 (x,y), 且 y=ax*+bx+c。 同 上 ， 选 择 一 个 靠近 点 (x,y) 的 点 ， 
使 用 制 线 的 斜率 近似 切线 的 斜率 。 

如 图 D-6 所 示 ， 习 惯 上 把 这 个 “邻近 ”点 的 第 一 坐标 记 为 xth。 之 所 以 
这 样 做 ， 是 因为 我 们 认为 h 是 非常 小 的 一 般 量 ， 是 一 个 只 超出 x 一 点 点 的 
小 增 量 。 抛 物 线 上 相应 的 点 被 标 为 图 中 的 Q 点 。 为 了 求 它 的 第 二 坐标 ， 
我 们 只 需 把 x+h 代 入 抛物 线 的 方程 ， 即 用 x+hn 代 蔡 x 这 样 的 代入 给 出 Q 的 第 














二 坐标 是 


a(x*h)*bG*h)*c =a(x*+2xh+h2+b(x+h)+c 
-ax^*2axh*ah?*bx*bh*c 


图 D-6 





所 以 Q 点 是 (x+h,ax*+2axht+ah*+bctbh+c)。 读 者 会 注意 到 这 个 问题 的 代数 
强度 已 经 上 升 了 一 两 个 等 级 ， 但 是 为 了 寻找 一 个 一 般 公 式 ， 这 样 的 努力 
还 是 值得 的 。 

下 一 步 是 使 用 求 m 的 公式 确定 过 点 P 和 Q 的 制 线 的 斜 京 : 


we (az? + 2azh + ah? + br + bh + c) — (az? + bz + c) 


19 — Li (z+h)—z 
. az? + 2azh + ah? + ba + bh +c- ar? — bz — c 
E r-h-z 


_ Pach 十 oj tbh ( 合 并 分 子 分 母 的 同类 项 后 ) 


h 


= Marah) (提出 分 子 的 因子 有 


—2ar--ah--b (WP h) 


总 之 ， 对 于 任意 的 小 增 量 hp， 过 点 P 和 Q@ 的 割 线 的 斜率 是 2ax+ah+b。 
但 是 沿 着 抛物 线 癌 P 点 “滑动 "Q 的 想法 只 是 相当 于 让 jn 更 加 接近 零 。 换 名 
话说 ， 在 确定 这 条 切线 的 准确 笠 率 时 ， 我 们 只 需要 取 当 jh 赵 近 于 零 时 这 
条 割 线 斜 率 的 极限 就 可 以 了 。 因 此 ， 对 于 我 们 的 例子 ， 切 线 的 斜率 是 由 
下 面 的 极限 给 出 的 : 


lim (2az + ah + b) = 2ax + a(0) + b = 2ax + b 


lim 
SL, MEZ EE RO + N Ar O h—0 os c V2 、 

因为 当 h 向 零 靠 近 时 ，a,b,x 都 保持 不 变 。 (符号 读 作 “ 当 h 趋 近 
于 零 时 的 极限 ”。) 

顺便 提醒 读者 注意 ， 我 们 可 以 对 前 面 例子 中 引用 的 抛物 线 y=x?-4x+7 
运用 这 个 一 般 的 公式 。 此 时 a=1,b=-4,c=7。 因 此 ， 在 点 A (其 中 x=3) 处 
切线 的 斜率 是 2ax+b=2x1x3+(-4)=2， 这 和 我 们 的 表格 给 出 的 答案 相同 。 
如 果 我 们 要 求 点 〈1，4) 处 的 切线 的 和 斜率， 我 们 只 需 设 x= 1 ， 于 是 斜率 
v a nde EIUS Sine NUR DE 
WV] o 

重 述 : 曲线 的 切线 斜率 是 当 j 趋 近 于 零 时 相应 割 线 斜 率 的 极限 。 这 
个 极限 称 为 导数 ， 求 导数 的 过 程 称 为 微分 ， 研 究 这 些 相 关 问 题 的 数学 分 
文 称 为 微分 学 。 

微分 学 的 目标 之 一 就 是 发 展 更 一 般 的 公式 。 我 们 肯定 不 想 局 限于 人 处 
理 抛物 线 。 使 用 与 上 面 的 过 程 类 似 的 过 程 ， 数 学 家 从 一 般 函 数 y=f(x) 开 





始 ， 求 其 上 任意 点 〈xy) 处 的 切线 的 斜率 。 同 上 ， 我 们 在 这 条 曲线 上 选 
择 一 个 邻近 点 ， 它 的 第 一 坐标 是 x+ty， 第 二 坐标 则 相应 是 Kx+ 门 ; 接 下 来 ， 
确定 割 线 的 斜率 : 


m = Bow _ fíirth-f(z  f(z*h)-f(z) 
h 


T2 — Tı (z+h)—z 


最 后 求 当 h 0 时 ， 上 面 这 个 商 的 极限 值 。 

莱 布 尼 茨 把 导数 记 为 dwdx。 后 来 约瑟夫 .路 易 . 拉 格 朗 日 (1736-1813) 
引入 更 强大 的 记 法 ， 他 使 用 符号 f 表 示 f(x) 的 导数 。 利 用 这 一 记 法 ， 我 们 
可 以 得 到 一 个 在 所 有 微分 学 书籍 中 都 可 以 找到 的 基本 公式 : 


Pla) = lim {E+ ~ f(z) 


h—0 h 


从 这 个 一 般 定义 开始 ， 我 们 可 以 给 出 许多 函数 的 导数 。 当 微分 x 的 

客 函 数 ， 即 求 形 如 x? 的 函数 的 导数 时 ， 一 个 非常 优美 的 模式 出 现 了 ， 即 
若 fx)=xX", 则 f Gon" 

用 语言 描述 的 话 ， 它 说 的 是 求 马 的 导数 只 需要 把 指数 拿 下 来 在 前 面 当 系 

数 ， 然 后 把 震 降 低 一 次 。 因 此 ， 罗 的 导数 是 5%， 而 x 的 导数 是 19x13。 

这 是 一 个 奇特 又 奇妙 的 规则 。 曲 线 的 性 质 及 其 切线 的 性 质 就 组 藏 在 数学 

中 ， 它 们 可 以 翻译 成 如 此 简单 的 东西 ， 真 是 巧夺天工 ! 

在 此 我 们 要 说 明 关 于 导数 定义 的 儿 点 注意 事项 。 首 先 ， 尺 管 有 些 函 
数 的 导数 很 容易 从 相关 代数 获得 ， 但 是 有 很 多 函数 的 导数 公式 却 导 致 数 
学 上 的 混乱 。 更 糟糕 的 是 ， 对 于 茶 些 函数 来 说 ， 它 在 一 个 点 或 几 个 点 处 
甚至 没有 导数 。 对 于 这 样 的 函数 来 说 ， 我 们 无 法 对 有 问题 的 点 指定 任意 
数 作为 这 条 曲线 在 该 点 处 的 切线 的 斜率 。 


图 D-7 




















图 D-7 给 出 了 一 个 这 样 的 例子 。 在 点 (2,1) 处 ， 这 个 图 像 有 一 个 尖 
角 。 没 有 办 法 画 出 这 条 曲线 在 点 (2,1) 处 的 唯一 一 条 切线 ， 因 为 在 这 里 它 
突然 改变 了 方向 。 但 是 ， 如 果 我 们 不 能 男 出 一 条 切线 ， 那 么 当然 也 就 无 
法 确定 切线 的 斜 京 ， 而 斜率 才 是 它 的 导数 的 意义 。 这 个 函数 以 及 其 他 有 
锯齿 状 图 像 的 函数 在 尖 角 处 都 没有 导数 。 

我 们 的 例子 说 明 ， 伴 随 导 数 可 能 会 出 现 不 好 处 理 的 难题 。 这 些 通 御 
涉及 “极限 ”这 个 概念 ， 这 是 从 上 古 时 候 起 数学 家 整 以 不 同形 式 与 之 纠缠 的 
一 种 思想 。 极 限 的 理论 意义 非常 重大 ， 依 赖 它 我 们 定义 了 导数 。 在 此 我 
们 没有 必要 谈 及 和 深究 这 个 概念 的 哲学 意义 。 我 们 说 ， 羔 布 尼 次 也 没有 
这 样 做 。 他 很 蜗 兴 地 从 “ 求 极 大 值 和 极 小 值 以 及 求 切 线 的 新 方法 ”中 寻求 
更 直接 的 效益 ， 而 不 过 度 担心 它们 的 理论 基础 。 

我 们 已 经 花 了 很 长 时 间 讨论 切线 。 在 本 章 的 最 后 我 们 讨论 一 下 微分 
在 极 大 值 和 极 小 值 中 的 应 用 。 

首 移 ， 我 们 要 强调 ， 知 道 一 个 函数 能 达到 多 大 或 多 小 ， 或 者 换 句 话 
说 ， 知 道 一 个 函数 的 极 大 值 或 极 小 值 ， 在 数学 理论 和 应 用 两 方面 都 是 非 
常 重要 的 。 在 什么 样 的 条 件 下 ， 我 们 可 以 极 大 化 我 们 的 利润 ， 极 小 化 汽 
油 的 消耗 ? 极 值 问题 是 在 现实 世界 中 左右 我 们 做 出 各 种 决定 的 关键 。 微 
分 学 为 回答 这 些 问题 提供 了 工具 ， 这 一 事实 充分 说 明了 它 的 威力 。 

来 看 一 下 它 是 如 何 工作 的 。 考 虑 图 D-8 所 示 的 一 般 函 数 y=f(x%) 的 图 
像 。 这 个 例子 显然 不 是 线性 的 ， 因 为 当 x 回 右 移动 时 ， 它 时 而 上 升 时 而 
下 降 ， 而 且 对 于 其 上 的 两 个 点 要 格外 注意 。 这 两 个 点 是 M 和 N， 其 中 M 
是 这 条 曲线 能 够 达到 的 极 大 值 ， 而 N 是 这 条 曲线 达到 的 极 小 值 。 确 定 M 
































和 NN 的 坐标 当然 是 非常 有 意义 的 。 
图 D-8 





但 是 如 何 确定 呢 ? 求 极 大 值 和 极 小 值 的 关键 是 我 们 前 面 讨论 的 斜 
率 : 在 小 山 的 顶部 或 狭 谷 的 底部 ， 曲 线 的 切线 是 水 平 的 ， 即 是 一 条 水 平 
直线 ， 正 如 我 们 前 面 所 说 的 那样 ， 它 的 斜率 是 零 。 因 此 求 极 大 值 和 极 小 
值 就 导致 我 们 去 寻找 一 些 特 殊 点 ， 满 足 曲线 在 这 些 点 处 的 切线 的 斜率 是 
零 ， 即 在 这 些 氮 导数 等 于 零 。 用 代数 语言 表示 ， 我 们 的 任务 就 是 求解 方 


作为 一 个 例子 ， 看 一 下 意大利 数学 家 吾 罗 拉 黄 "卡尔 达 诡 (1501 一 
1576) 的 一 个 论断 ， 我 们 将 在 第 Z 章 中 从 不 同 的 背景 再 次 讨论 此 人 。 在 考 
碟 一 个 代数 问题 时 ， 卡 尔 达 诡 断言 不 存在 两 个 实数 满足 其 和 等 于 10 且 其 
积 每 于 40。 利 用 微分 学 ， 我 们 很 容易 证 明 他 的 结论 。 

那 就 是 ， 设 这 两 个 实数 之 一 是 x 另 一 个 是 z 它 们 的 和 等 于 10 可 以 翻译 
成 方程 x+z=10， 根 据 这 个 方程 ， 我 们 很 快 就 可 以 得 到 z=10-x 我 们 希望 确 
定 积 xz 如 何 变 大 。 显 然 xz=xz=x， 所 以 我 们 引入 乘积 函数 

f(x)=xz=x(10-x)=-x7+10x 
并 且 运 用 微 积分 来 求 极 大 值 。 

我 们 已 经 求 得 一 般 二 次 函数 fx=ax<+bx+tc 的 导数 是 f(x)=2ax+b， 
此 ， 函 数 fx)=-x>+10x 的 导数 是 f(x)=-2x+10( 因 为 a=-1，b=10,c=0)。 为 了 
求 极 大 积 ， 我 们 只 求 曲线 有 水 平 切 线 的 那些 x 值 。 因 此 我 们 设 f(x)=0。 求 











解 相应 的 导数 方程 得 x: 
0= 切 线 的 斜率 = 了 (x)=-2x+10 2x=10, 故 x=5 
D-9 





图 D-9 所 示 的 这 个 乘积 函数 fx)=-x?+10x 的 图 像 支持 这 个 结论 ， 因 为 
这 条 抛物 线 的 顶点 是 x=5 此 时 x 和 z 的 乘积 是 fx)=xz=5(10-5)=25， 这 就 是 
这 个 积 所 能 取 到 的 极 大 值 。 换 句 话 说 ， 和 等 于 10 的 两 个 实数 有 极 大 积 
i M 它们 的 乘积 等 于 40， 显 然 他 是 
正确 的 。 

前 面 这 几 个 例子 已 使 我 们 领略 了 微分 学 的 风范 ， 但 是 这 只 是 微分 学 
的 表面 。 这 门 学 科 能 够 解决 很 多 令 人 困惑 的 问题 ， 因 此 在 后 面 的 章节 中 
我 们 会 屡次 遇 到 它 ， 并 不 会 令 人 惊讶 。 但 是 现在 我 们 要 暂时 告别 这 个 话 
题 ， 离 开 这 个 非常 重要 的 数学 概念 ， 离 开 莱 布 尼 茨 在 3 个 世纪 之 前 热情 
摘 述 的 “一 种 奇妙 的 微 积 分 ”的 这 个 话题 。 
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在 前 面 几 章 中 ， 我 们 已 经 遇 到 了 几 位 数学 超级 明星 : 欧 几 里 得 、 伯 
努 利 以 及 阿 基 米 德 。 本 章 介绍 历史 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 菜 昂 哈 德 。 欧 
拉 ( 他 的 名 字 的 韵脚 是 boiler, 而 不 是 ruler)。 欧 拉 是 一 名 非常 多 产 的 数学 
家 ， 他 构建 了 数学 的 主体 ， 他 那 厚 厚 的 手稿 简直 令 人 无 法 相信 。 但 是 他 
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短 短 的 一 个 章节 甚至 无 法 开始 展示 欧 拉 的 遗产 。 现 代数 学 家 只 需要 
发 表 一 打 (或 更 少 ) 中 等 (或 更 低 ) 水 平 的 出 版 物 吏 能 够 顾 得 相当 的 名 
声 ， 而 欧 拉 写作 了 几乎 900 种 专著 、 书 籍 和 论文 。 当 欧 拉 生命 终结 时 ， 
他 的 作品 在 数量 上 和 质量 上 都 远 远 超过 许多 数学 家 几 生 几 世 的 作品 的 总 
和 。 有 人 估 测 在 他 有 生 之 年 的 六 十 年 间 ， 他 每 年 平均 发 表 新 数学 内 容 
800 多 页 。 叫 在 整个 历史 中 ， 没 有 哪 位 数学 家 能 够 如 此 之 快 地 思考 ， 即 
便 能 够 如 此 ， 很 多 人 也 不 能 够 如 此 之 快 地 把 它们 写 出 来 。 坚 无 疑问 ， 欧 
拉 所 拥有 的 智 意 、 敏 锐 和 创造 力 是 古往今来 只 有 少数 几 名 数学 家 可 以 比 
拟 的 。 像 米 开 明基 罗 或 者 爱 因 斯 坦 一 样 ， 他 是 绝对 的 大 师 。 

从 1911 年 开始 ， 学 者 们 开始 把 欧 拉 的 著作 汇集 成 册 ， 标 题 是 《全 
集 》。 这 一 最 具 野 心 的 出 版 计划 竟然 启动 了 。 到 此 为 止 ， 总 计 有 70 多 卷 
ESE CET Be? ) ,而 且 直到 21 世 纪 ， 还 不 断 有 新 的 著作 陆续 出 
现 。 一 本 典型 的 著作 有 500 多 页 ， 大 约 重 4 磅 ， 他 的 《全 集 》 的 总 重量 超 
过 300 磅 ! 没有 哪 位 数学 家 能 比 得 上 这 个 磅 数 。 

所 以 ， 欧 拉 是 一 位 多 产 的 数学 家 。 而 且 他 的 兴趣 极其 广泛 。 除 了 在 
己 经 建立 起 来 的 科目 ， 如 数论 、 微 积分 、 代 数 和 几何 等 领域 有 建树 之 
外 ， 他 还 几乎 独立 创立 了 新 的 数学 分 文 ， 如 图 论 、 变 分 法 、 组 合 拓扑 。 
他 在 确立 复数 的 合法 地 位 以 及 如 今 几 近 统 一 整个 数学 的 函数 思想 的 合法 
地 位 的 过 程 中 部 起 到 了 非 营 重要 的 作用 ， 关于 复数 我 们 将 在 第 Z 章 中 讨 
VW o 

在 应 用 数学 领域 欧 拉 也 非常 出 色 。 他 利用 他 强大 的 数学 武器 处 理 力 
学 问题 、 光 学 问题 、 电 学 问题 以 及 声学 问题 ， 并 因此 解释 了 许多 自然 现 
象 ， 从 月 球 的 运动 到 热量 的 流动 到 基本 的 音乐 结构 《〈 然 而， 说 到 音乐 ， 
据说 欧 拉 的 著作 中 包含 太 多 音乐 家 的 几何 和 太 多 几何 学 家 的 音乐 ) 。 癌 ] 
《全 集 》 的 多 半 部 分 涉及 的 都 是 应 用 。 

我 们 说 欧 拉 还 是 一 位 技艺 高 超 的 解说 员 ， 这 一 点 很 重要 ， 因 为 他 对 
某 些 记 法 或 术语 的 选择 不 久 都 成 为 该 科目 的 标准 。 因 此 他 的 数学 著 
作 “ 看 起 来 ”很 时 晓 ， 因 为 所 有 退 随 他 的 人 都 像 欧 拉 那 样 书写 数学 。 在 他 
的 文献 中 ， 最 受 人 尊敬 的 是 1748 年 的 《无 穷 分 析 引 论 》。 数 学 史学 家 卡 
尔 * 博 耶 〈Carl Boyer) 写 道 : 

这 本 书 可 能 是 最 具 影 响 力 的 现代 教科 书 。 正 是 这 一 昔 作 使 函数 概念 
成 为 了 数学 的 基础 。 它 普及 了 对 数 的 指数 定义 以 及 三 角 函 数 的 比率 定 
义 。 它 明确 了 代数 函数 和 超越 函数 之 间 的 差异 以 及 初等 图 数 和 高 等 函 数 
之 间 的 差异 。 它 开发 了 极 坐标 的 使 用 和 曲线 的 参数 表示 的 使 用 。 现 在 很 
多 我 们 习以为常 的 记 法 都 来 自 于 它 。 一 句 话 ，《 无 穷 分 析 引 论 》 为 初等 


























A 
样 。” 

正如 数学 家 高 斯 在 描述 他 第 一 次 接触 欧 拉 著 作 时 回忆 的 那样 ， 它 使 
他 变 得 “ 带 着 饱满 的 激情 而 跃跃欲试 “SERGE, NE FE BEAT] 
广泛 的 学 科 推 向 前 进 "。 约 

这 里 所 展示 的 欧 拉 肖像 值得 记 住 。 如 果 有 人 要 内 刻 数学 的 拉 什 莫 尔 
山 ， 那 么 欧 拉 肖像 将 占据 非常 显眼 的 位 置 。 
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1707 年 欧 拉 出 生 于 瑞士 的 巴 赛 尔 。 在 青少年 时 期 ， 他 曾经 跟随 约翰 
“ 伯 努 利 学 习 ， 当 时 伯 努 利 被 认为 是 世界 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 。 军 无 
疑问 ， 这 对 欧 拉 是 非常 有 利 的 ， 即 使 他 不 得 不 应 付 伯 努 利 那 令 人 讨厌 的 
个 性 。 (你 可 以 想象 ， 这 位 脾气 暴躁 的 雅 各 布 与 欧 拉 相 处 了 一 个 学 期 
E E 
TaT) 

BEAR AARAA EHHH, ALP Aen AA AE 
的 学 生 。 欧 拉 在 15 岁 的 时 候 就 完成 了 本 科 的 学 习 。 四 年 后 ， 他 因 获 得 巴 
黎 科学 院 颁 太 的 奖项 而 首次 万 得 了 国际 声誉 。 这 个 科学 院 公布 了 一 个 挑 
战 性 问题 ， 即 确定 帆船 上 攀 杆 的 最 佳 位 置 ， 欧 拉 的 解决 方案 得 到 了 充分 
的 肯定 。 人 们 常 说 ， 尽 管 人 们 都 知道 瑞士 航海 业 不 够 强大 ， 但 是 瑞士 的 
欧 拉 得 了 奖 。 因 此 ， 这 种 强大 是 数学 的 强大 而 不 是 航海 的 强大 。 
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1727 年 ， 年 仅 20 岁 的 欧 拉 到 俄罗斯 旅行 ， 继 而 在 刚刚 建立 的 圣 彼 得 
堡 科学 院 谋求 了 一 个 席位 。 他 在 那里 一 直 生 活 到 1741 年 ， 当 时 腓 特 烈 大 
第 的 柏林 科学 院 提供 了 一 个 更 加 诱 人 的 机 会 。 大 约 有 四 分 之 一 个 世纪 欧 
拉 都 在 德国 的 这 所 科学 院 工 作 ， 因 此 在 那里 他 过 到 像 达 朗 贝 尔 
(d’Alembert). Sj (Maupertuis), fA7KZ& CVokaire)A — 48 £ A 
后 来 在 1766 年 ， 他 永 居 于 圣彼得堡 。 在 1783 年 于 那里 去 世 前 ，76 岁 高 龄 
的 欧 拉 在 科学 领域 依然 很 活跃 。 

人 们 都 说 ， 欧 拉 是 一 个 温和 而 且 谦 逊 的 人 ， 一 个 重视 家 许 生 活 并 很 
容易 交 朋 友 的 人 。 尽 管 他 遭受 着 从 1735 年 初 开始 视力 渐 失 以 及 1771 年 最 
终 完全 失明 所 带 来 的 痛 苗 ， 但 是 好 脾气 仍然 保持 着 。 更 了 不 起 的 是 ， 这 





些 困 难 既 没有 侵蚀 他 的 精神 也 没有 阻止 他 的 研究 。 他 仍然 坚持 着 ， 即 使 
这 意味 着 他 只 能 通过 口述 把 他 大 脑 中 的 眼睛 所 能 看 到 的 公式 或 者 方程 讲 
述 给 笔记 员 。 他 的 数学 发 现 的 记录 表明 ， 失 明 没 有 成 为 他 生产 能 力 的 障 
但 ， 直 到 今天 ， 他 在 逆境 中 取得 的 成 就 依然 是 一 笔 不 朽 的 遗产 。 

想 用 几 页 纸 概括 欧 拉 的 数学 发 现 是 非常 序 座 的 。 我 们 只 摘 述 他 对 几 
ne Neen lee tee ene NIE ME 
领域 之 广 。 

我 们 一 开始 在 第 A 章 就 讨论 了 高 级 算术 ， 所 以 我 们 首先 谈 一 下 欧 拉 
对 数论 的 贡献 。 这 是 当时 欧 拉 没有 立即 投入 的 数学 分 支 ， 但 是 他 一 旦 冒 
险 尝 试 就 入 迷 了 。 他 的 《全 集 》 中 有 四 卷 大 约 1700 页 是 他 的 数论 文章 。 

他 的 发 现 之 一 是 亲 和 数 ， 这 是 可 以 追溯 到 古代 的 一 个 概念 。 是 希腊 
人 定义 亲 和 数 的 ， 对 于 两 个 整数 ， 如 果 任 一 个 整数 是 另外 一 个 整数 的 真 
因子 之 和 ， 那 么 希腊 人 定义 这 两 个 整数 是 杀 和 的 。 例 如 220 和 284 就 是 杀 
和 的 。 也 就 是 说 ，220 的 因子 是 1，2，4，5，10，11，20，22，44， 
55，110 和 220。 去 抒 最 后 一 个 因子 ， 我 们 发 现 220 的 真 因 子 的 和 是 

1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110=284 
另 一 方面 ， 把 284 的 真 因子 加 起 来 ， 我 们 得 到 
1+2+4+71+142=220 
因此 ，220 和 284 是 一 对 亲 和 数 。 

很 多 世纪 以 来 ， 这 是 所 知道 的 唯一 一 对 亲 和 数 的 例子 。 下 一 个 突破 
是 由 13 世 纪 阿 拉 伯 数学 家 伊 本 阿 : 巴 纳 (ibn al-Banna) 完成 的 ， 他 发 现 
了 一 对 相当 复杂 的 亲 和 数 ， 即 17 296 和 18 416。[Sl11636 年 ， 法 国 数学 家 
皮 埃 尔 ， 德 , 费 马 (我 们 下 一 章 的 话题 重新 发 现 了 阿 * 巴 纳 数 ， 而 且 他 本 
人 对 此 成 就 感到 相当 满意 。 但 是 1638 年 ， 似 乎 感觉 到 某 种 不 亲 和 ， 他 可 
怕 的 对 手 勒 内 * 笛 卡 儿 (1596-1650) 硅 兆 说 他 已 经 发 现 了 更 大 的 一 对 亲 和 
363 584 和 9 437 056。 用 今天 的 行 话 说 ， 笛 卡 儿 辐 费 马 传递 的 信息 
是 “你 行 吗 !” 

此 后 ， 直 到 18 世 纪 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 出 现 之 前 ， 一 直 都 没有 什么 进 
展 。 到 此 ， 我 们 只 知道 三 组 亲 和 数 : 希腊 人 亲 和 数 、 巴 纳 亲 和 数 和 笛 卡 
儿 亲 和 数 。 欧 拉 烙 足 了 气 ， 开 始 工 作 ， 一 下 子 拿 下 另外 将 近 60 对 的 杀 和 
lo VKT, FJL! 

显然 ， 欧 拉 所 做 的 是 发 现 至 今 没 有 被 发 现 的 某 种 模式 ， 这 使 得 他 能 
够 生成 如 此 之 多 的 亲 和 数 。 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 能 够 审视 一 个 陈 年 老 问题 ， 
并 能 够 看 到 前 几 代 最 智 莫 的 大 脑 所 没有 看 到 的 某 种 东西 。 

在 初等 几何 领域 ， 情 况 也 是 如 此 ， 这 是 一 个 已 经 得 到 较 充 分 开发 的 
领域 ， 因 此 你 不 再 期 望 它 有 什么 惊喜 。 但 是 欧 拉 还 是 发 现 了 某 种 新 东 
西 。 事 实 上 ， 欧 拉 的 《全 集 》 有 四 大 卷 大 约 1600 页 都 奉献 给 了 几何 学 。 
































为 了 了 解 欧 拉 在 几何 方面 的 工作 ， 我 们 从 如 图 E-1 所 示 的 任意 三 角 
形 ABC 开 始 。 二 等 分 每 条 边 ， 并 且 画 出 这 个 三 角形 的 三 条 高 ， 即 从 每 一 
POURS TA) TIL EEG TERR SAE, BANTAM ip ic ERI Pe 
FA Pn Wh BER HER HE AE 0 KENSAL BU SUB TTA ELE BS A ZR 
西 吗 ? 

欧 拉 证 明了 一 个 非常 好 的 结果 : 这 六 个 点 在 同一 个 圆 上 ! [9 这 个 圆 
的 圆心 如 图 E-2 所 示 。 设 D 是 这 个 三 角形 三 条 高 的 区 点 《通常 称 其 为 这 个 
三 角形 的 垂 心 )， 而 下 是 这 个 三 角形 三 条 边 的 垂直 平分 线 的 交点 〈 称 其 为 
外 心 )。 画 出 连接 D 和 了 E 的 线段 ， 点 0 平分 这 条 线段 。 于 是 点 DO 是 经 过 上 面 
所 做 出 的 六 个 点 的 圆 的 圆心 。 世 几 千 年 来 ， 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 、 托 勒 
密 (Ptolemy) 以 及 其 他 人 都 没有 注意 到 这 个 极其 特殊 的 定理 ， 这 表明 了 在 
几何 学 研究 方面 欧 拉 能 够 比 他 们 任何 人 做 得 都 好 。 


图 E-1 
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IBZ GAR AE? 欧 拉 对 这 门 学 科 有 页 献 吗 ? 这 个 问题 的 答案 显然 是 
肯定 的 。 首 先 ， 他 撰写 了 微分 学 和 积分 学 教程 ， 大 约 占 据 他 的 《全 集 》 
的 10 一 13 卷 的 2200 页 。 这 些 讲解 把 微 积 分 教 给 了 几 代 数学 家 ， 而 且 至 今 
仍 对 这 门 学 科 产 生 着 深远 的 影响 。 今 天， 那些 抱怨 自己 的 6 磅 重 的 微 积 
分 课本 又 大 又 重 的 学 生 们 ， 应 该 庆 坟 没有 去 学 习 欧 拉 的 这 本 教科 书 ， 共 
有 四 大 卷 的 这 本 教科 书 足 足 可 以 装 满 一 个 小 型 旅行 箱 。 

在 这 一 舞台 上 ， 欧 拉 的 早期 成 果 之 一 是 特殊 无 穷 级 数 求 和 。 一 个 世 
纪 前 的 一 个 未 解 问题 是 估算 级 数 


Re 
4 9 16 25 36 49 k? 
即 求 所 有 整数 的 平方 的 倒数 之 和 。 

有 一 段 时 间 ， 数 学 家 们 知道 这 个 级 数 能 够 累加 到 数学 家 称 为 “ 收 
KAP 一 个 有 限 的 和 。 但 是 ， 这 是 一 个 什么 样 的 和 呢 ? 甚至 是 微 积分 
的 创始 人 菜 布 尼 茨 也 没有 计算 出 来 。 伯 努 利 兄弟 也 同样 没有 计算 出 来 。 
雅 各 布 伯 努 利和 约翰 * 伯 努 利 研究 过 这 个 问题 ， 不 仅 是 因为 这 个 问题 本 
身 很 有 意思 ， 而 且 也 可 能 是 因为 要 增加 吹牛 的 资本 。 想 象 一 下 ， 因 为 解 
决 了 如 此 困难 的 著名 问题 ， 雅 各 布 会 怎样 羞辱 约翰 ， 或 者 反 过 来 。 

但 是 ， 直 到 1734 年 莱 晶 哈 德 . 欧 拉 开始 关注 这 个 级 数 之 前 ， 这 个 问 
题 都 没有 取得 什么 进展 。 最 初 ， 他 也 被 难 住 了 。 他 做 了 一 个 非常 繁琐 的 
计算 证 明 这 个 级 数 的 和 的 近似 值 是 1.6449， 但 是 这 显然 不 是 一 个 令 人 认 
可 的 数 。 欧 拉 险 些 加 入 了 伯 努 利和 莱 布 尼 芯 这 一 优秀 的 团队 ， 接 受 失 
败 ， 但 是 ， 用 他 自己 的 话说 “根据 求 圆 面积 的 方法 .……. 我 不 小 心 发 现 
































了 一 个 美妙 绝伦 的 公式 。”9 
他 的 意思 是 他 的 解决 方案 转向 了 三 角 学 和 微 积分 ， 需 要 圆 常数 mr 全 
借 才 智和 大 胆 ， 欧 拉 证 明了 
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尽管 我 们 建议 读者 看 一 下 本 章 的 注释 来 了 解 它 的 详细 证 明 ， 但 是 说 这 个 
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7t 


级 数 的 和 是 6 足以 吓 到 每 一 个 人 人。 因为 解决 了 一 度 难 倒 他 的 许 
多 先 磋 的 一 道 难题 ， 欧 拉 让 欧洲 数学 界 注意 到 :一 里 新 星 已 经 升 起 。 

关于 欧 拉 的 数学 成 束 还 有 很 多 可 说 的 。 但 古 在 本 章 剩 余部 分 ， 我 们 
只 想 较 详细 地 给 出 1740 年 诞生 的 一 个 定理 。 这 个 例子 就 如 同 巨大 的 欧 拉 
数学 表 中 的 一 粒 面 包 悄 ， 我 们 以 它 为 代表 说 明 他 典型 的 研究 能 力 。 

法 国 数学 家 菲利普 。 诺 德 (Philippe ” Naud 自在 一 封 信 中 向 欧 拉 提出 了 
所 述 的 问题 。 在 1740 年 的 秋天 ， 详 德 开 始 探 完 有 多 少 种 方法 把 一 个 正 整 
数 写成 不 同 正 整数 之 和 。 这 件 事 引起 了 欧 拉 的 兴趣 。 几 天 内 他 寄 出 了 答 
案 ， 并 附带 因 “ 几 周 以 来 一 直 遭 受 视力 不 好 的 困扰 ”而 耽搁 的 道歉 。[9] 

在 研究 欧 拉 的 证 明之 前 ， 我 们 应 该 先 快速 了 解 一 下 把 整数 转化 成 整 
数 之 和 的 分 解 。 比 如 说 考虑 mn=6。 下 面 有 4 种 方法 把 6 写成 不 同 整数 之 


fl: 
6,5+1,44+2,3+2+1 

《这 里 我 们 认为 6 本 身 也 是 6 的 和 的 一 种 表示 。) 当然 ， 分 解 6=3+3 是 不 
允许 的 ， 因 为 被 加 数 必须 是 不 同 的 。 还 要 注意 ， 我 们 没有 限制 被 加 数 的 
VE: 我 们 可 以 有 一 个 、 两 个 或 者 更 多 个 被 加 数 ， 只 要 它们 不 同 且 加 起 
来 等 于 6 就 可 以 。 引 入 一 个 记 法 ， 用 D(m 表 示 把 mn 写成 不 同 整数 之 和 的 方 
法 数 ， 我 们 已 说 明 D(6)=4。 

现在 我 们 考虑 把 6 写成 奇数 之 和 的 方法 ， 此 时 我 们 不 再 要 求 这 些 被 
加 数 是 不 同 的 。 稍 稍 答 试 一 下 ， 我 们 残 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 

5+1,3+3,3+1+1+1,1+1+1+1+1+1 

注意 这 里 允许 有 重复 ， 但 是 此 时 我 们 限定 被 加 数 为 奇数 。 设 O(m 是 把 整 
数 n 写 成 奇数 〈 不 一 定 是 不 同 的 ) 之 和 的 方法 数 ， 我 们 看 到 O(6)=4。 

把 6 写成 不 同 整 数 之 和 的 方法 数 与 把 它 写成 奇数 之 和 的 方法 数 相 等 
只 是 一 种 偶然 吗 ? 显然 下 一 步 的 做 法 就 是 对 不 同 的 整数 重复 上 面 的 过 
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试 者 给 出 一 般 公 式 并 证 明 一 般 规 律 之 前 通过 一 些 特殊 情况 做 实验 而 得 到 
人 


取 n=13 看 一 下 。 有 18 种 方法 把 13 写 成 不 同 的 整数 之 和 : 





13 8+4+1 
12+1 8+3+2 
11+2 7+5+1 
10+3 7+4+2 
9+4 7+3+2+1 
8+5 6+5+2 
7+6 6+4+3 


10+2+1 6+4+2+1 
9+3+1 5+4+3+1 


用 我 们 的 记 法 ,D(13)=18。 类 似 地 ， 下 面 是 把 13 写 成 奇数 之 和 的 方法 : 


13 5+5+1+1+1 

11+1+1 5+3+3+1+1 

9+3+1 5+3+1+1+1+1+1 

9+1+1+1+1 5+1+1+1+1+1+1+1+1 

7+5+1 3+3+3+3+1 

7+3+3 3+3+3+1+1+1+1 

7+3+1+1+1 3+3+1+1+1+1+1+1+1 
7+1+1+1+1+1+1 3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 
5+5+3 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 


于 是 有 0(13)=18。 这 提示 我 们 可 能 发 现 了 某 些 东西 。 

不 难 想象 拥有 天 才 计 算 能 力 的 欧 拉 会 做 更 多 的 尝试 。 每 一 次 实验 都 
产生 令 人 吃惊 的 相同 的 结果 : 能 够 用 完全 相同 数量 的 方法 把 一 个 整数 分 
解 成 不 同 整 数 之 和 和 分 解 成 奇数 之 和 。 

欧 拉 注意 到 了 这 种 现象 ， 而 且 他 注意 到 了 更 多 的 东西 :只 用 了 一 个 
巧妙 的 方法 ， 欧 拉 证 明了 D(n) 和 O(n) 相 等 。 他 的 处 理 方法 涉及 一 点 代数 





DOS 可 以 分 成 三 个 步骤 。 下 面 我 们 开始 温习 欧 拉 的 做 
iE. 
PERL 引入 无 限 乘积 。 
P(x)=(1+x)(1+x2)(1+x)(1+x4)(14+x°)(1+x°)... 
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并 x 的 需 相 同 的 项 。 产 生 的 表达 式 的 第 数 项 显然 是 1 是 由 无 穷 多 个 1 相 乘 
得 到 的 。 根 据 这 种 乘积 ， 只 有 一 种 方法 得 到 x 也 就 说 第 一 个 因子 中 的 x 与 
其 后 的 1 相 乘 后 得 到 x 类 似 地 ，x< 也 只 有 一 个 。 但 是 却 有 两 种 方法 得 x: 
第 一 种 方法 是 第 三 个 因子 的 之 与 所 有 1 相 乘 ， 第 二 种 方法 是 第 一 项 中 的 x 
与 第 二 项 中 的 和 相 乘 。 我 们 把 妆 项 写成 CC+x 站) 不 仅 可 以 表示 有 两 个 闻 
而 且 还 可 以 表明 它们 的 生成 方法 。 按 照 这 样 的 规定 ， 两 个 x 项 表示 成 
(x^? * D), — ^ NX? UG (xP txt 1-9 *2), VU] x 9390 55 AK 
(xp Epp teure, ex, HIRST 

这 一 过 程 可 以 一 直 持 续 下 去 直到 我 们 厌烦 为 止 ， 但 是 其 模式 是 显然 
Hj: P(x) 的 展开 式 中 x" 项 的 数量 等 于 把 n 写 成 不 同 整 数 之 和 的 方法 数 。 在 
这 点 上 上， 注意 到 四 个 xe 项 的 指数 就 是 上 面 我 们 发 现 的 6 的 不 同 的 整数 分 
人 从 而 保证 了 这 

因此 ，P(x) 的 展开 式 中 x" 的 系数 正好 是 D(n)， 即 把 n 分 解 成 不 
同 因子 之 和 的 方法 数 。 换 句 话 说 









































P(x)=1+D(1)x+D(2)x7+D(3)x?+D(4)x4+D(5)xP+...+D(n)x"... 


步骤 2 暂时 把 P(x) 放 到 一 边 ,引入 表达 式 
qu) 1 z ) 人 l = | l r5 ) ( | | 
Bop BE ARE IEE PIS AS TS AX A SE AUR. CLE oA fO RE— 
个 这 样 的 分 数 转 化 成 非 分 数 表达 式 。 
但 是 如 何 做 呢 ? 先 不 考虑 这 个 无 穷 级 数 的 微妙 ， 我 们 观察 到 
171-a-a-a**a^-a?-a^-*a^- ... 
因为 右边 除了 第 一 项 之 外 ， 所 有 项 都 消 挥 了 。 把 右边 的 项 如 下 配对 ， 并 
提取 因子 使 得 我 们 把 上 式 变 成 
1=(1-a)+(a-a*)+(a?-a*)+(a?-a*)+(a4-a°)+... 
-(1-a-*a(1-a)*a*(1-a)*a*(1-a)*a^(1-a)^... 


然后 把 上 式 两 边 同时 除 以 1-a， 得 到 
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py : l+a+a’ a 
] 


此 时 在 上 面 的 Ash 取代 a 得 到 


l 4 
p da mer 十 2 十 2 十:…， 


我 们 还 可 以 把 上 面 这 个 表达 式 gu 


l . . a 
D|c-r c-r Erit. 4 FEUBES LU 


ARRETAN) 中 用 取代， 得 到 


] ) 
{od \2 31: f 3 
E a 1+(z 3) + (2°) 4 )* + (z*)* 
x" 


3 3+3 
—l--z"-4 T 


FEA, HERRE a, HS 


= 二 1 十 (z5) 十 (z5)2 + (25) + (z) + --- 
] — 2” 





1] z5 4 19554 459545 | 5954545 | 


等 等 ， 依 次 类 推 。 
利用 这 些 表达 式 ， 欧 拉 把 Q(x) 转 化 成 如 下 形式 : 


r4 X23 LOWE 4 
Oír | - = j 
Me) T= r) (rz) U-z) 


在 此 ， 他 把 上 面 的 乘积 展开 。 同 样 ， 出 现 了 一 个 常数 项 1， 其 后 是 单 
个 x1=x 和 单个 x1!1。 有 两 个 邓 项 出 现 : 站 和 xi+1+1。 我 们 得 到 的 一 个 x 是 
通过 把 第 二 个 括号 里 的 交 与 第 一 个 括号 〈 而 其 余 括 号 只 提供 一 个 1) 人 
相 乘 而 得 到 的 ， 而 另外 一 个 好 是 通过 把 第 一 个 括号 里 的 x 辣 三 乘 以 其 
BAJINA. SSA, OHMS? OTE TE yt H Ur 
d 3*3, x3+1+1+1 s a 

A. 出 现在 QC0) 展 开 式 中 x" 的 项 数 显 然 正好 等 于 把 n 写 成 奇数 
ee 因为 Q(x) 中 作为 指数 只 出 现 奇数 师 。 注 意 到 x6 的 四 个 指 
数 的 排列 方式 就 是 我 们 早 前 看 到 的 把 6 写成 奇数 之 和 的 方法 数 ， 这 可 以 
作为 这 一 事实 的 一 个 附加 验证 。 因 此 ， 当 Q(x) 被 展开 成 无 限 和 时 ，x? 的 
系数 束 是 上 面 定义 的 O(n)。 即 有 

Q(x)=1+O(1)x+O(2)x2+0(3)x? 











+O(4)x4+O(5)x°+...+O(n)x"+... 
步骤 3 重 写 步骤 1 和 步骤 2 中 的 P(x) 和 Q(x), 我 们 最 终 将 证 明 下 面 这 





的 Q(x) 的 表达 式 开 始 , 把 它 的 分 子 和 分 母 乘 以 (1-x*),(1-x9) 以 及 其 他 所 有 侦 
ZUR. TRA 


=) (ss) (=) (=) 


z*y1- zx*y1 I 
(1 r*l zr*)(1 r ] 


接 下 来 ， 回 想 一 下 表达 式 Od) 可 以 被 因 式 分 解 成 (120 和 1+x) 的 
乘积 ， 而 (1 -AEU - x2)(L+x2),(Lx9=(1- x3)(1+x9)， 等 等 。 把 上 式 的 分 子 
用 这 些 表达 式 取代 ， 得 到 





从 这 个 表达 式 我 们 立即 可 以 看 到 分 母 中 的 每 一 项 都 与 分 子 中 的 相同 项 消 
挥 。 当 所 有 这 些 消除 工作 完成 后 ， 就 剩余 
Q(x)=(1+x)(1+x7)(1+x7)(1+x4)... 

就 如 同 变 魔术 一 样 ， 这 个 表达 式 正 是 我 们 最 初 给 出 的 P(X) 公式。 忆 
之 ，Q(x) 和 P(x) 的 确 相 同 。 
xt MN 我 们 紧 紧 跟随 欧 拉 得 出 他 的 结论 。 因 为 我 们 前 面 已 建立 

I 
P(x)-1*- D(1)x* D(2)x^- D(3p?- D(4)x^* D(5)?. . .-- D(n)x"" ... 
O(x)=1+O(1)x+O(2)x?+O(3)x3+O(4)x4+O0(5)x°+...+O(n)x”... 
而 且 因 为 在 步骤 3 中 ， 我 们 已 证 明了 P(x) 和 Q(x) 相 等 ， 所 以 显然 有 每 个 x" 
的 系数 必定 是 相等 的 。 因 此 D(1)=O0(1),D(2)=0(2)， 一 般 地 对 于 任意 的 整 
数 n7， 有 DD(n)=O(n) 换 句 话 说 ， 这 表明 把 n 写 成 不 同 整 数 之 和 的 方法 数 的 
确 等 于 把 它 写 成 奇数 (不 必 是 不 同 的 ) 之 和 的 方法 数 。 这 束 是 欧 拉 寻求 
的 结论 ， 他 的 证 明 完 毕 。。 

这 个 论证 是 一 个 杰作 ， 它 证 明了 关于 整数 分 解 的 一 个 巧妙 但 又 不 是 
那样 显然 的 事实 。 它 展现 了 如 下 的 欧 拉 数学 的 典型 特征 : 

(1) 他 非常 熟练 于 处 理 符号 表达 式 。 在 上 面 的 证 明 中 这 种 能 力 表现 得 
淋 滴 尽 致 ， 并 为 他 上 自己 赢得 了 整个 时 代 最 伟大 的 符 扎 操纵 人 的 声誉 。 

(2) 欧 拉 在 操纵 代数 表 式 方面 的 才能 与 对 这 样 的 处 理 能 够 带 来 正确 结 
论 的 信念 相得益彰 。 后 来 的 数学 家 证 明 ， 不 加 区 分 地 处 理 符 号， 特别 是 
那些 涉及 无 限 过 程 的 符 吕 ， 会 带 来 及 烦 。 但 是 欧 拉 却 似 乎 虔诚 地 相信 
如 果 我 们 能 够 妃 随 符号 ， 它 们 就 会 通 问 真理 。 

(3) 欧 拉 最 为 硕果 累累 的 数学 策略 之 一 是 ， 用 两 种 不 同 的 方法 写 同 一 








个 表达 式 ， 使 这 些 不 同 的 表达 相等 ， 并 从 它们 得 出 强大 的 结论 。 我 们 的 
例子 束 是 这 种 情况 ， 其 中 P(x) 和 Q(x) 给 出 表示 同一 种 事情 的 不 同方 法 。 
这 样 的 从 两 个 根本 不 同 的 角度 审视 一 个 对 象 的 能 力 可 以 刻画 很 多 欧 拉 最 
上 其 影响 最 完美 的 论证 。 

(4) 最 后 ， 除 去 代数 处 理 的 能 力 和 超群 的 技术 ， 剩 下 的 就 是 令 人 震撼 
的 智慧 。 在 上 面 的 证 明 中 ， 什 么 样 的 洞察 力 致 使 他 为 了 收集 整数 分 解 的 
信息 而 去 展开 代数 表达 式 呢 ? 什么 样 的 洞察 力 把 他 引导 到 表达 式 PCO 和 
QQE? 又 是 什么 样 的 洞察 力 向 他 展现 这 两 个 表达 式 是 相同 的 呢 ? 当 你 
理解 了 他 的 证 明之 后 ， 就 存在 一 种 断言 它 显然 成 立 的 冲动 。 这 是 后 见 之 
明 。 但 是 在 未 知 领域 开辟 出 一 条 新 路 需要 极 高 的 智 意 。 

最 后 我 们 应 该 再 说 几 名 。 莱 昂 哈 德 " 欧 拉 是 一 名 一 流 的 数学 家 ， 然 
而 他 在 一 般 公 众 当 中 几乎 不 为 人 知 ， 人 们 甚至 不 能 正确 地 说 出 他 的 名 
字 。 从 来 没有 上 听 说 过 欧 拉 的 人 们 也 许 不 难 确 认 皮 埃 尔 - 奥 古 斯 特 雷诺 阿 
(Pierre-Auguste Renoin 是 一 名 和 艺术家， 约翰 尼斯 * 布 拉 姆 斯 Johannes 
Brahms) 征 一 名 音乐 家 ， MAAR ee Oy BEAR BS (Sir Walter Scott) 是 一 名 作 


Ro 
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(Rembrandt); 他 不 是 音乐 家 中 的 布 拉 姆 斯 ， 而 是 巴赫 (Bach); 他 不 是 作 
家 中 的 沃尔特 "斯 科 特 ， 而 是 威廉 * 陕 士 比 亚 (William Shakespeare)。 有 如 
此 喘 份 的 这 样 的 一 名 数学 家 一 Ba FE BE CE 却 几 乎 没有 得 到 
公众 的 认可 ， 是 一 个 极 大 的 翡 剧 。 

所 以 ， 我 奉劝 读者 放下 这 本 书 ， 去 创建 粉丝 俱乐部 ， 拉 出 横幅 ， 采 
用 一 切 方法 传播 一 个 最 具 洞 察 力 、 最 共 影 响 力 和 最 有 智 意 的 数学 家 : Au 
TEASE En Ha ERR dr o 
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皮 埃 尔 德 , 费 马 (1601 一 1665) 的 任何 传记 一 定 都 很 短 。 他 的 一 生 跨 
越 了 17 世 纪 的 前 三 分 之 二 ， 但 是 说 实话 ， 他 的 一 生 相 当 乏 味 。 他 从 没有 
在 大 学 执教 ， 也 没有 在 星 家 科学 院 占据 一 席位 置 。 因 为 他 吴 兼 培训 律师 
和 地 方法 官 的 职位 ， 因 此 在 他 的 生涯 中 费 马 没有 发 表 过 什么 东西 ， 而 是 


通过 信件 以 及 没有 发 表 的 手稿 来 传达 他 的 想法 。 因 为 他 不 是 职业 数学 
家 ， 所 以 费 马 被 誉 为 “业余 爱好 者 王子 ”的 称号 。 但 是 说 到 “业余 ”*”， 如 果 
我 们 的 意思 是 “没什么 才能 的 新 手 ”， 那 么 这 个 绰号 完全 不 准确 。 

“数学 业余 爱好 者 ”这 一 词 条 有 一 个 怪圈 。 我 们 好 像 一 定 要 把 人 分 成 
只 业 数 学 家 或 者 业余 数学 家 ， 然 而 事实 上 历史 上 的 每 一 个 人 也 许 都 将 落 
入 业余 数学 家 的 行列 。 于 是 你 的 文 票 每 上 的 加 法 错误 当然 会 被 分 类 
为 “业余 数学 家 ”。 那 么 约 吉 。 贝 拉 〈Yogi Berra) 的 言论 “成 功 是 90% 的 努 
力 加 上 20% 的 幸运 ?就 更 业余 了 。 

多 年 前 这 样 的 描述 就 被 轻松 地 从 这 位 “业余 ” 费 马 的 数学 成 果 上 拿 掉 
了 。 即 使 他 不 如 同时 代 的 两 个 法 国 伟人 勒 内 第 卡 儿 和 布 羔 斯 :由 斯 卡尔 
有 和 名， 但 是 在 数学 家 的 心中 他 却 占据 着 更 令 人 尊敬 的 地 位 。 本 章 的 宗 骨 
就 是 解释 这 是 为 什么 。 

17 世 纪 初 ， 皮 埃 尔 * 德 。 费 马 出 生 于 法 国 南部 的 博 蒙 - 德 - 洛 马 涅 
(Beaumont de Lomagne)。 他 的 父 杀 是 一 名 富裕 的 商人 和 城镇 执政 官 ， 在 
这 样 相当 安 适 的 环境 下 ， 年 幼 的 皮 埃 尔 度 过 了 他 的 童年 。 他 接受 了 良好 
的 教育 ， 开 始 主 要 是 学 习 古 典 语言 和 古典 文学 ， 随 后 进入 大 学 专心 学 习 
法 律 。 这 样 训 练 的 结果 是 ， 他 在 图 卢 兹 城 的 最 高 法 院 当 上 了 一 名 文职 官 
员 ， 这 一 职位 除了 收入 稳定 之 外 还 使 得 费 马 有 权 在 他 的 姓 前 加 一 
个 “de” 以 显示 低 等 法 国 贵 族 的 身份 。 

作为 一 名 杰出 的 人 物 ， 费 马 结婚 并 与 他 的 妻子 生 下 了 五 个 孩子 。 他 
在 天 主教 教堂 担任 很 多 重要 的 职位 ， 他 是 一 名 虔诚 的 教徒 。 据 我 们 所 
知 ， 他 的 一 生 都 是 在 他 的 出 生地 方圆 一 百 英里 以 内 度 过 的 。 上 这 位 法 国 
人 从 来 没有 去 过 巴黎 。 

总 之 ， 皮 埃 尔 * 德 , 费 马 的 生活 圈子 相当 有 限 而 且 他 的 生活 相当 安 
定 ， 事 实 上 非常 安定 ， 因 此 他 不 必 做 很 多 事 。 这 就 暗示 他 的 工作 强度 不 
是 很 大 ， 因 此 为 他 写 拉丁 诗 或 者 希腊 文献 的 学 术 评 论 提供 了 时 间 。 拥 有 
这 样 充裕 的 时 间 和 敏锐 的 智慧 ， 费 马 使 人 想起 了 大 约 两 个 半 世 纪 之 后 的 
年 轻 人 艾 伯 特 爱 因 斯 坦 ， 他 在 瑞士 专利 局 的 乏味 职位 给 了 他 充足 的 时 
间 去 发 明 他 的 相对 论 。 

费 马 真正 喜欢 且 更 有 热情 的 不 是 古典 诗 和 教堂 的 事务 ， 也 不 是 法 
律 ， 而 是 数学 ， 他 对 数学 的 贡献 影响 深远 。 在 很 多 课题 的 发 展 中 他 都 起 
着 重要 的 作用 ， 远 不 只 本 书 中 描述 的 那 有 限 的 几 个 课题 : 数论 、 概 率 和 
微分 。 正 如 前 面 所 提 到 的 那样 ， 他 回避 发 表 他 的 数学 发 现 ， 他 下 面 的 言 
论 可 能 表明 其 理由 , “我 非常 不 善于 书写 我 的 证 明 ， 因 此 我 已 经 满足 于 
BOSE, 等 将 来 我 有 机 会 去 证 明 它 们 时 ， 我 满足 于 知道 证 明 它 们 的 方 
ik. "UP 

还 好 ， 他 能 与 欧洲 的 其 他 学 者 通过 书信 交流 他 的 想法 。 就 这 样 ， 这 





















































位 来 自 图 户 兹 的 法 定 成 为 一 位 不 知 疲倦 的 通信 者 ， 他 的 信件 为 我 们 提供 
了 他 最 好 的 数学 研究 信息 。 这 些 信件 的 收 信人 ， 如 笛 卡 儿 、 由 斯 卡尔 、 
克 里 斯 带 安 , 惠 更 斯 、 约 翰 * 沃 利 斯 和 马 林 ,梅森 等 ， 读 起 来 就 如 看 到 了 跨 
越 17 世 纪 前 50 年 的 一 本 科学 的 “名 人 录 ” 一 样 。 从 这 些 人 那里 ， 费 马 了 解 
巴黎 、 阿 姆 斯 特 丹 和 牛津 发 生 的 事情 ; 费 马 又 问 他 们 传达 了 他 目 己 的 了 
不 起 的 数学 及 现 。 
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这 些 发 现 中 最 引 人 注 目的 是 现在 我 们 称 之 为 分 析 几 何 的 公式 和 他 对 
概率 论 基 础 所 做 出 的 贡献 ， 分 析 几 何 的 公式 出 现在 1636 年 写 的 一 篇 名 为 
《平面 与 立体 的 轨迹 引 论 》 的 论文 之 中 ， 而 他 对 概率 论 的 贡献 则 都 包含 
在 1654 年 以 来 的 书信 中 。 由 于 这 一 贡献 ， 费 马 的 名 字 和 他 的 合作 者 布 莱 
斯 由 斯 卡 (1623 一 1662) 的 名 字 写 到 一 起 。 在 他 们 之 间 的 这 种 广泛 的 书信 
来 往 中 ， 他 们 总 结 想法 ， 提 出 批评 ， 促 使 到 那 时 为 止 没有 引起 人 们 注意 
的 概率 论 成 为 数学 的 焦点 。 很 多 他 们 的 共同 研究 成 果 直 接 或 间接 地 进入 
我 们 在 第 B 章 中 所 说 的 雅 各 布 * 伯 努 利 的 《 猜 度 术 》 中 。 

说 到 分 析 几 何 ， 费 马 的 名 字 还 与 另外 一 位 数学 家 联系 在 一 起 ， 尽 管 
这 一 次 这 位 数学 家 不 是 合作 者 。 这 个 人 就 是 勒 内 * 笛 卡 儿 ， 他 独立 设计 
了 他 自己 的 分 析 几 何 体系 。 他 们 二 人 都 抓 住 了 把 当时 流行 的 两 大 数学 思 
想 一 几何 和 代数 一 结合 起 来 这 一 极 具 想 象 力 的 想法 。 (参见 第 XY 章 ， 
那里 对 此 话题 将 做 进一步 的 讨论 。) 

很 遗憾 ， 如 往常 一 样 ， 费 马 从 来 不 及 表 他 的 论文 ， 而 笛 卡 儿 已 于 
1637 年 在 具有 影响 的 《几何 》 之 中 告知 全 世界 他 的 发 现 。 由 于 是 最 先 发 
表 的 ， 所 以 笛 卡 儿 接 受 了 公众 的 赞美 并 且 他 的 名 字 从 此 以 后 永远 租 入 术 
语 笠 卡 儿 平面 之 中 。 如 果 我 们 的 这 位 法 国 的 地 方法 官能 够 早 一 点 发 表 研 
完成 果 ， 也 许 数学 家 们 谈论 的 是 费 马 平面 。 

笛 卡 儿 赢 得 了 这 场 战 役 ， 但 是 肯定 没有 打 赢 这 场 战争 。 事 实 上， 得 
卡 儿 对 数学 的 热情 不 及 费 马 ， 费 马 对 他 协同 创造 的 分 析 几 何 还 做 出 了 很 
多 其 他 很 有 意义 的 贡献 ， 但 却 常 常 不 被 人 们 注意 。 这 种 贡献 之 一 就 是 费 
E E M MA 


这 个 问题 听 起 来 很 熟悉 。 这 是 我 们 在 第 D 半 中 所 讨论 的 微分 学 的 重 
要 目标 之 一 。 我 们 把 确定 极 值 所 必要 的 公式 化 过 程 归功 于 羔 布 尼 次 和牛 
顿 ， 但 是 我 们 起 了 提 到 早 在 儿 十 年 前 费 蕊 束 已 经 设计 了 非 肖 类 似 的 方 
法 。 这 些 方 法 出 现在 他 的 《 求 极 大 值 和 极 小 值 的 方法 》 之 中 ， 这 是 另外 
一 个 非常 杰出 但 也 同样 没有 出 版 的 成 果 。 

17 世 纪 30 年 代 末 ， 费 马 对 极 大 值 、 极 小 值 和 切线 的 处 理 使 他 与 华 卡 
儿 发 生 了 冲突 。 篆 卡 儿 发 明了 目 己 的 处 理 切线 问题 的 撤 术 ， 并 断 
言 : “这 不 仅 是 我 所 知道 的 几何 中 最 有 用 最 一 般 的 问题 ， 而 且 是 我 一 直 
以 来 想 要 知道 的 。” 然 而 ， 事 实证 明 ， 甚 至 对 初级 的 例子 笛 卡 儿 的 方 
法 也 很 党 拙 。 寓 马 几 乎 时 不 费力 就 能 做 到 的 一 切 却 需要 笛 卡 儿 一 页 一 页 
地 进行 令 人 骨 演 的 代数 计算 。 

一 度 因 为 这 件 事 引 发 了 一 场 况 和 争 ， 因 为 笛 卡 儿 声称 他 的 方法 更 好 。 
然而 不 久 融 连 稍 卡 儿 本 人 也 显然 明了 费 马 采用 了 更 好 的 途径 。 稍 卡 儿 承 
认 了 上 自己 的 失败 ， 这 对 勒 内 * 笛 卡 儿 来 说 是 极其 少见 的 事情 ， 给 那个 时 
























































代 两 个 最 伟大 的 数学 家 留 下 了 抹 不 去 的 伤 痛 。 

因为 费 马 非常 简单 地 成 功 解决 了 极 大 值 和 极 小 值 问题 ， 皮 埃 尔 - 西 
蒙 * 德 , 拉 普 拉 斯 (1749-1827) 称 他 是 “微分 学 的 真正 发 明 人 ”。 四 一 位 法 
国 数学 家 对 男 一 位 法 国 数学 家 的 评价 如 此 夸张 ， 显然 拉 普 拉 斯 是 被 一 股 
失控 的 民族 情 亨 冲 营 了 了 头脑。 尽管 费 瑟 有 如 此 的 远见 ， 但 是 我 们 引证 几 
条 理由 说 明 为 什么 他 不 应 该 译 有 如 此 大 的 采 准 。 

其 一 ， 费 马 的 撤 术 只 适用 于 茶 些 特定 的 曲线 族 : 它们 的 形式 是 fx)= 
Allg(x)=1/x", HIR HS, PRA ASH SWE”, BIR A oe SH 
线 "”。 微 积分 的 真正 发 明 者 应 能 处 理 更 复杂 的 函数 ， 正 如 莱 布 尼 次 说 的 
那样 , “不 受 分 数 或 者 无 理 量 的 限制 ?。 

更 重要 的 是 ， 寓 马 没 有 发 据 到 所 谓 的 微 积分 基本 定理 ， 这 和 是 我 们 将 
在 第 世 章 中 探讨 的 这 一 学 科 伟 大 的 大 一 统 思 想 。 这 一 定理 如 此 核心 如 此 
重要 ， 使 得 没有 发 现 它 的 人 都 目 动 失去 了 声称 自己 发 明了 微 积分 的 资 
格 。 应 该 提 及 的 是 ， 牛 顿 和 沫 布 尼 次 显然 非常 清楚 地 看 到 了 这 个 基本 定 


因此 ， 现 代数 学 史学 家 通常 不 把 微 积分 发 明 者 的 称号 授予 皮 埃 尔 。 
塌 . 费 马 。 但 是 几乎 所 有 人 都 承认 他 几乎 发 明了 微 积分 。 

所 以 我 们 承认 费 马 在 分 析 几 何 、 微 分 学 和 概率 论 中 有 很 多 重要 的 发 
现 ， 并 承认 这 些 杰 出 的 贡献 是 属于 这 位 <“ 业余 者 ”。 但 是 这 一 切 只 是 一 个 
Fei, SER eA err, eka a 
nl Aa 

正如 我 们 在 第 A 章 中 提 到 的 那样 ， 欧 几 里 得 和 其 他 一 流 的 数学 家 已 
经 对 这 门 学科 做 过 研究 ， 但 是 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 现 代数 论 源 于 费 马 。 
对 这 位 研究 过 希腊 古典 著作 的 法 国学 生来 说 ， 古 代 文献 点 燃 了 他 对 数论 
的 兴趣 。 其 中 公元 前 250 年 丢 番 图 的 《算术 》 就 是 最 佳 例证 ， 这 本 著作 
的 1621 年 译本 引起 了 费 马 的 注意 。 他 认 认 真 真 地 通读 了 这 本 著作 ， 并 在 
他 经 常 翻阅 的 书页 的 空白 处 写 下 自己 的 评述 。 

对 费 马 来 说 ， 这 门 学 科 有 着 无 限 的 魅力 。 他 沉迷 于 整数 ， 或 者 说 与 
整数 的 关系 无 比 亲密 ， 而 且 有 着 不 可 思议 的 能 力 能 够 认 出 它们 的 特性 ， 
就 如 一 个 人 认 出 老 朋友 一 样 。 表 面 上 他 是 图 卢 兹 的 一 位 受 人 尊敬 的 法 
官 ， 但 是 私下 地 ， 他 是 一 位 卓越 的 数论 学 家 。 

这 里 我 们 只 能 触及 他 的 少数 发 现 。 当 然 ， 这 名 数学 家 处 于 不 利 的 境 
地 ， 因 为 他 留 下 的 东西 几乎 没有 证 明 。 这 里 只 有 边 页 注释 ， 诱 人 的 提 
示 ， 等 等 ， 这 就 是 我 们 拥有 的 一 切 。 后 来 的 学 者 ， 特 别 是 欧 拉 ， 试 图 重 
建 费 马 的 思维 过 程 或 者 可 能 的 推理 路 线 。 但 是 用 20 世 纪 数 学 家 安 德 烈 。 
韦 尔 (Andr6 Weil) 的 话说 :“ 当 费 马 断 言 他 有 了 某 个 论断 的 证 明 时 ， 对 这 样 
的 声明 必须 格外 小 心 。> 加 
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他 最 惊人 的 断言 之 一 是 关于 将 素数 分 解 成 两 个 完全 平方 数 之 和 。 要 
了 解 这 个 发 现 的 实质 ， 还 需要 一 点 预备 知识 。 

首先 ， 显 然 ， 如 果 一 个 整数 和 被 4 除 ， 那 么 余数 可 能 是 0，1，2，3。 
总 之 ， 余 数 必 须 小 于 除数 。 数 学 家 说 任意 整数 都 属于 下 面 四 类 整数 之 


n-4k 《这 个 数 恰好 是 4 的 倍数 ) 
n=4k +1 〈 这 个 数 比 4 的 倍数 大 1) 
n=4k +2 〈 这 个 数 比 4 的 倍数 大 2) 
n=4k +3 〈 这 个 数 比 4 的 倍数 大 3) 


显然 形 如 4k 和 4k+2 的 数 是 偶数 ， 因 此 除了 2 之 外 ， 它 们 不 是 素数 。 奇 数 
以 及 更 重要 的 任意 奇 素数 ， 必 须 是 形 如 4k+1 或 4k+3 的 数 。 

无 需 说 ， 这 两 种 类 型 的 素数 有 很 多 很 多 例子 。 在 前 面 的 范畴 中 ， 例 
如 有 素数 5=4x1+1，13=4x3+1，37=4x9+1; 在 后 面 的 范畴 中 ，7=4x1+ 
3，19=4x4+1，43=4x10+3。 所 有 奇 素数 或 者 深入 一 个 范畴 中 或 者 落 入 
另 一 个 范畴 中 。 

除了 这 些 定义 特性 之 外 ， 这 两 种 奇 素数 的 类 型 似乎 大 致 相同 。 但 事 
实 上 ， 在 一 个 非常 重要 而 且 令 人 惊讶 的 方面 ， 它 们 不 一 样 ， 这 种 差异 就 
是 费 马 论断 的 核心 。 

这 一 年 是 1640 年 。 在 给 他 父亲 的 圣诞 节 贺 信 中 ， 费 马 说 :“ 一 个 比 4 
的 倍数 大 1 的 素数 是 唯一 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 。”[6] 这 是 他 描述 第 一 范 
畴 中 素数 的 非常 奇怪 的 几何 方法 ， 即 形 如 4k+1 的 素数 可 以 被 分 解 成 两 个 
完全 平方 的 和 ， 而 且 有 且 只 有 一 种 可 能 的 分 解 方法 。 另 外 ， 他 发 现形 如 
4k+3 的 素数 不 能 用 任意 方法 表示 成 两 个 完全 平方 的 和 。 在 这 样 的 见解 
下 ， 奇 素数 的 两 种 范畴 显示 出 完全 不 同 的 特点 。 一 种 是 完全 平方 和 的 类 
型 ， 而 另外 一 种 不 是 。 

看 一 些 例子 可 以 有 助 于 理解 。 对 于 素数 13=4x3+1， 我 们 有 这 样 的 分 
解 13=4+9=22+32。 对 于 37=4x9+1， 我 们 有 分 解 37=1+36=12+ 6^; 对 于 素 
数 的 更 具 挑 战 性 的 例子 ，193=4x48+1， 我 们 有 193=49+144=72+ 122。 相 
例如 素数 19=4x4+3 或 者 199=4x49+3 却 不 能 分 解 成 两 个 完全 平方 的 
I. 

证 明 后 面 的 事实 并 不 太 困 难 。 我 们 只 需 看 一 下 当 偶 数 和 奇数 是 完全 
平方 时 发 生 了 什么 事 。 
定理 ” 形 如 n=4k+3 的 奇数 不 能 写成 两 个 完全 平方 的 和 a?+ b^. 

证 明 ”我们 考虑 下 面 三 种 情况 。 

















情况 1 如 果 a 和 jb 是 偶数 ， 那 么 和 六 也 是 偶数 。 因 此 两 个 偶数 的 和 
q+b* 本 和 刁 也 是 偶数 ， 因 此 它 不 可 能 等 于 奇数 n=4k+3。 

情况 2 如果 a 和 b 是 奇数 ,它们 的 平方 “和 br 也 是 奇数 。 因 此 两 个 奇数 的 
和 of+b 是 偶数 ,因此 也 不 能 等 于 n=4k+3。 

情况 3 唯一 剩余 的 可 能 情况 是 我 们 把 一 个 偶数 的 平方 和 一 个 奇数 的 平 
方 加 起 来 。 假 设 a 是 侦 数 ;这 表明 它 是 2 的 倍数 ,我 们 可 以 写成 a=2m, 其 中 m 
是 茶 个 整数 。 因 为 pb 是 奇数 , 它 比 2 的 倍数 大 1 所 以 我 们 可 以 写成 b=2r+1， 
其 中 r 也 是 东 个 整数 。 从 而 当 我 们 把 一 个 偶数 的 平方 和 一 个 奇数 的 平方 
加 起 来 时 ,我 们 得 到 





a^tb? =(2m)*+(2rt+1)? 
-Am?*(Ar?*4r +1) 根据 代数 法 则 
=4(m2+r2+r)+1 ”提取 公 因 子 4 


因此 aq2+b2 比 4(m?+r2+r) 大 1， 即 它 比 4 的 倍数 大 1。 尽 管 这 的 确 使 a2 +b? 是 
一 个 奇数 ， 但 是 它 不 可 能 是 n=4k+3， 这 是 一 个 比 4 的 倍数 大 3 的 数 。 

总 之 ， 如 果 a 和 b 都 是 偶数 或 都 是 奇数 ， 那 么 表达 式 qa*+ b^ 
如 果 a 是 偶数 且 b 是 奇数 (或 反 过 来 ) ， 那 么 表达 式 a2+ 12 是 一 个 比 4 的 倍 
数 大 1 的 数 。 无 论 哪 种 情况 a“+ b 不 可 能 是 一 个 比 4 的 倍数 大 3 的 数 。 因 此 
形 如 4k+3 的 奇数 和 奇 素数 不 可 能 写成 两 个 完全 平方 的 和 。 证 明 完 毕 。， 

这 就 是 费 马 的 结果 的 一 半 。 而 另 一 半 结 果 ， 即 形 如 4kr1 的 素数 可 以 
用 一 种 且 仅 用 一 种 方法 写成 两 个 完全 平方 的 和 ， 却 很 难 证 明 。 如 往常 一 
样 ， 费 马 只 会 留 下 含混 且 诱 人 的 他 的 证 明 的 提示 。 正 是 欧 拉 首 先 在 一 个 
多 世纪 之 后 给 出 了 这 个 证 明 。 

处 于 数论 核心 的 这 种 素数 的 分 解 是 迷人 但 非 直观 的 。 为 了 领略 一 下 
它 的 威力 ， 考 虑 下 面 的 问题 : 确定 数 n = 53 461 是 否 是 素数 。〔 回 想 一 
下 第 A 章 ， 高 斯 称 确定 一 个 数 是 否 是 素数 这 一 类 问题 为 “算术 中 最 重要 和 
最 有 用 的 ”。) 稍 加 验算 就 可 以 证 明 ， 对 每 一 个 简单 的 素 因 子 的 候选 
者 ， 如 2，3，5，7，11，13 等 ， 都 不 可 行 ， 我 们 也 许 很 快 就 开始 讨厌 寻 
找 因 子 。 

但 是 观察 下 面 三 个 生动 的 事实 : 

(a)n=53 461=4x13 365+1， 所 以 n 有 4k+1 的 形式 ; 

(b)n=53 461=100+53 361-10? +2312， 所 以 n 可 以 用 一 种 方法 写成 两 
个 完全 平方 的 和 : 

(oO)n=33 461=11 025+42 436=1052+ 2062， 所 以 n 可 以 用 第 二 种 方法 写 




















成 两 个 完全 平方 的 和 。 

从 这 三 条 线索 ， 我 们 推 朵 出 n 是 合 数 。 和 否则 ， 筷 应 该 是 一 个 形 如 
4k+1 形 式 的 素数 ， 却 有 如 事实 (b) 和 (c) 所 展示 的 两 个 不 同 的 完全 平方 的 
和 的 分 解 。 根 据 刚才 陈述 的 费 马 定理 ， 这 样 的 情况 是 不 可 能 的 。 因 此 n 


这 一 推断 的 两 个 特性 可 能 是 读者 烦恼 的 原因 。 首 先 ， 很 正常 会 问 如 
何 得 出 事实 (b) 和 (c) 这 样 的 两 个 平方 的 分 解 ， 表 面 上 ， 确 定 两 个 这 样 的 
分 解 与 把 原来 的 数 分 解 因数 一 样 困 难 。 在 回应 这 个 例子 是 精巧 设计 出 来 
的 指责 时 ， 我 们 承认 : 它 是 精巧 设计 出 来 的 。 

更 重要 的 是 另外 一 个 令 人 震惊 的 根源 ， 即 我 们 的 意愿 : 不 用 展示 任 
何 一 个 因子 就 能 断定 n= 53 461 不 是 系数 。 好 像 为 了 证 明 某 个 数 是 合 数 我 
们 就 必须 明确 给 出 其 因子 似 的 。 利 用 上 面 的 方法 只 能 证 明 53 461 不 符合 
pellet ad ed 这 个 方法 显然 不 是 非 系数 的 直接 证 明 。 但 古 我 们 的 

论 听 起 来 仍然 很 合理 。 在 我 们 的 推理 中 没有 不 合理 的 地 方 ， 而 且 有 人 
告知 我 人 在 数论 学 家 的 军火 库 里 有 很 多 武器 ， 其 中 有 些 还 相当 的 精 


妙 。 
为 了 抚 平 这 些 躁动 不 安 的 情绪 ， 现 在 我 们 确定 53 461 的 素 因 子 。 其 
间 ， 我 们 还 要 说 明 费 马 的 另外 一 个 上 发现， 他 独创 的 因数 分 解 方案 。 
假设 我 们 希望 分 解 一 个 整数 n。 为 了 把 mn 分 成 加 法 的 两 个 部 分 ， 我 们 
当然 可 以 使 用 n/2， 因 为 n/2+n/2=n。 但 是 把 n 分 成 乘法 的 两 个 部 分 ， 我 们 


su sy Vn x vn = 


这 就 是 费 马 开 始 寻 找 因 子 的 地 方 。 当 然 T TM 所 以 

















我 们 设 m 是 等 于 或 大 于 Vn 的 最 小 整数 。 例 如 ， 当 要 因数 分 解 n= 187 


时 ,我 们 注意 Vn = V187 2:13.67 所 以 我 们 取 m-14， 


现在 考虑 这 样 的 数列 m2-n，(m+1)*-n， (m*2)^-n. 年 年 7 引 ff 假 放 这 
HEB 4 — EA CEPT 即 假设 我 们 最 终 可 以 寻找 到 一 个 数 b 
使 得 b2-n=a2。 

简单 的 重 排列 把 这 一 等 式 转化 为 n=b?-a2， 这 是 被 称 为 “平方 差 ” 的 重 
要 模式 。 对 其 进行 因 式 分 解 ， 得 

n-b-a*-(b-a)(b*a) 


由 此 ， 给 出 把 nm 分 解 成 两 个 因子 b-a 和 b+a 的 容 门 。 

下 面 给 出 费 马 分 解 方案 的 一 个 简单 例子 ， 我 们 要 分 解 187。 开 始 取 
m=14， 并 看 到 14*-187=9=3*。 在 我 们 第 一 次 尝试 后 ， 我 们 得 到 一 个 完 
平方 。 因 此 取 b=14, a=3， 我 们 有 


187=14?-9=14?-3?=(14-3)x(14+3)=11x17 


于 是 187 被 分 解 。 
充分 热身 之 后 ， 我 们 现在 分 解 n=53 461。 注 意 


Vn = V53 461 ~ 231.216， 所 以 开始 我 们 取 m=232 并 着 


手 寻 找 一 个 完全 平方 : 

232°-53 461=363， 不 是 一 个 完全 平方 

233?-53 461=828， 不 是 一 个 完全 平方 

2347-53 461=1 295， 不 是 一 个 完全 平方 (尽管 1 296=367) 

2352-53 461=1 764 =422， 成 功 ! 

因此 53 461 =2 35? - 422= (235 一 42)x(235+42)=193x277, 在 费 马 的 
帮助 下 ， 我 们 的 数 已 经 被 分 解 成 素数 了 。 上 总而言之 ， 这 是 一 个 相当 容易 
的 过 程 ， 特 别 当 与 试 错 搜索 相 比 时 更 是 如 此 。 这 表明 稍稍 一 点 创新 会 带 
来 很 大 的 帮助 。 

在 本 章 的 最 后 ， 我 们 提 一 下 出 自费 马 之 笔 的 最 著名 的 数论 陈述 ， 不 
论 好 坏 。 但 也 很 可 能 正 是 因为 它 实 在 太 难 ， 它 才 赢 得 了 这 样 的 声誉 。 下 
面 我 们 要 陈述 所 谓 的 “ 费 马 最 后 定理 。” 

这 个 故事 是 从 费 马 研究 希腊 文献 丢 番 图 的 《算术 》 开 始 的 ， 其 中 的 
课题 还 是 两 个 完全 平方 的 和 。 在 某 些 情况 下 ， 这 样 的 和 本 身 可 能 就 是 一 
个 平方 。 我 们 脑子 里 能 够 想到 的 例子 可 能 是 3*+42=5? 或 者 
4207+851°=949" (诚然 ， 较 之 后 面 的 例子 ， 我 们 会 更 快 地 想到 前 面 的 例 
子 ) 。 但 是 费 马 沉思 着 ， 两 个 完全 立方 的 和 也 能 够 是 另外 一 个 完全 立方 
吗 ? 

此 时 ， 在 《算术 》 的 页 边 上 ， 他 写 道 : “把 一 个 立方 分 成 另外 两 个 
立方 ， 或 者 一 个 四 次 守 ， 或 者 一 般 地 任意 高 于 二 次 的 过 分 成 两 个 相同 次 
Foe NT AE. PHA SR, RSME, DEAE ER SO yA 
z， 使 得 + 六 = Dat Y= xt p= 对 ， 等 等 。 他 的 一 般 结论 是 : 如 果 
n>3， 方 程 X"+y"=z" 没 有 整数 解 x, y 和 z。 

就 好 像 是 在 作弄 后 代 的 学 者 似 的 ， 费 马 附加 了 整个 数学 中 可 能 是 最 
著名 的 陈述 :“ 我 确实 已 经 找到 它 的 极 好 的 证 明 ， 但 是 页 边 太 罕 了 写 不 
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这 了 就 是 他 的 完全 叫 错 了 名 字 的 “最 后 定理 ”(last ^ theorem). HAE 
的 “最 后 ”不 是 因为 它 是 费 蕊 生命 中 最 后 的 猜测 ， 而 是 因为 在 他 的 其 他 猜 
测 都 得 到 证 明之 后 ， 这 个 猜测 仍然 没有 得 到 证 明 。 另 外 ， 把 这 个 猜测 称 
为 他 的 “定理 ”也 是 用 词 不 当 ， 因 为 他 没有 给 出 证 明 。 

我 们 发 现 证 明 费 马 的 猪 测 不 成 立 所 需要 的 是 指数 n>3 且 满足 xny"=z" 
的 三 个 特殊 数 x，y, Z 

另 一 方面 ， 为 了 证 明 这 个 猜测 ， 就 必须 构思 一 个 对 于 所 有 的 指 
数 m>3 都 适合 的 推理 ， 至 少 这 本 身 就 给 我 们 提出 了 问题 。 有 一 些 情况 已 
经 得 到 处 理 。 我 们 认为 费 马 自 己 已 经 证 明了 不 存在 满足 Xi+ty4=z4 的 正 整 
数 。18 世 纪 ， 欧 拉 给 出 一 个 非常 充分 的 正确 证 明 ， 证 明了 x+ 六 = 到 同样 
不 成 立 ， 然 而 ， 他 预测 说 ， 对 三 次 需 和 四 次 震 的 单独 证 明 并 没有 从 根本 
上 给 出 证 明 一 般 定 理 的 线索 。 

很 多 年 过 去 了 ， 其 他 数学 家 也 参与 这 一 证 明之 中 。 索 菲 * 杰 曼 
(Sophie Germain，1776 一 1831) 做 出 了 重要 贡献 ， 他 在 非常 特殊 的 方向 上 
付出 了 一 系列 开拓 性 的 努力 ， 但 证 明太 复杂 ， 在 这 里 不 给 出 描述 了 。 
1825 年 ， 年 轻 的 勒 琼 * 狄 利克 雷 (P. G. Lejeune Dirichlet, 1805-1859) 和 他 的 
祖父 勒 让 德 (A. M. Leyendre, 1752-1833) 证 明了 两 个 五 次 窜 的 和 不 可 能 等 
于 一 个 五 次 容 。1832 年 ， 狄 利克 雷 排除 了 Xx*+y14=z4 的 可 能 性 ， 几 年 后 
加 布 里 埃 尔 拉 米 (Gabriel Lamé, 1795 一 1870) 排 除了 x”+y =z”。 然 后 是 
1847 年 ， 厄 恩 斯 特 库 默 尔 (Ernst Kummer, 1810-1893) 开 发 了 一 个 强大 的 
策略 ， 从 而 证 明了 ， 对 于 一 大 类 的 指数 ， 费 马 猜 测 是 正确 的 。 当 然 ， 还 
是 没有 办 法 排除 这 种 可 能 性 ， 即 对 于 一 大 类 指数 这 个 猜测 是 不 成 立 的 
H0。 事 态 进 展 得 很 缓慢 。 

对 这 个 问题 的 兴趣 一 直 持 续 到 20 世 纪 ， 到 了 1909 年 ， 这 一 兴趣 已 部 
分 燃烧 起 来 ， 原 因 是 正确 解 将 获得 100 ” ”000 德国 马克 的 奖金 。 对 经 济 利 
益 的 向 往 带 来 最 精 糕 的 结果 ， 就 是 产生 了 众多 贪 焚 的 冒牌 数学 家 ， 而 且 
错误 的 推理 就 如 洪流 一 般 席 卷 了 整个 学 术 界 ， 在 贝尔 (E. T. Bell) 的 《最 
后 问题 》 的 尾 注 中 讲述 了 一 个 有 趣 的 数学 家 的 轶 事 ， 这 位 数学 家 对 大 量 
错误 证 明 的 回应 是 一 个 模板 信件 ， 它 是 这 样 开始 的 : 

亲爱 的 先生 或 女士 : 

您 的 费 马 最 后 定理 的 证 明 已 经 收 到 了 。 第 一 个 错误 出 现在 第 __ 
页 二 全 

因为 第 一 次 世界 大 战 后 德国 通货 膨胀 怀 人 ， 因 而 这 份 奖金 贬值 到 了 
芒 雇 的 程度 ， 所 以 出 资 这 份 100 ”000 德 国 马克 的 奖金 不 是 一 件 困难 的 事 


情 : 



































有 幸 的 是 数学 家 不 会 永远 被 经 济 利益 驱 驶 。 有 一 位 带 着 高 尚 动机 的 
数学 家 就 是 格 尔 德 * 法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings, 1954—) . 19834, iX/K 
廷 斯 证 明了 ， 对 于 任意 的 n>3， 费 马 方程 x"+y"=z" 至 多 有 有 限 多 个 不 同 解 
(排除 一 组 解 是 另外 一 组 解 的 倍数 这 类 情况 ) 。 咋 看 起 来 ， 这 个 证 明 几 
平 没 有 什么 了 不 起 的 帮助 。 法 尔 廷 斯 没有 排除 这 样 的 可 能 性 ， 即 对 某 些 
指数 来 说 ， 这 个 方程 有 100 000 个 解 ， 这 距离 费 马 的 它 没有 解 的 断言 还 
太 遥 远 。 尽 管 如 此 ， 法 尔 廷 斯 还 是 封 死 了 一 般 情 况 下 ， 有 无 限 解 的 可 能 
性 。 因 为 这 一 证 明 ，1986 年 在 加 利 福 尼 亚 的 伯克利 举行 的 国际 数学 家 大 
会 上 ， 法 尔 廷 斯 获得 了 菲 尔 兹 奖 ， 这 是 数学 界 的 诺 贝 尔 奖 。 

在 这 本 书 投 入 印刷 的 时 候 ， 数 学 家 正在 热 议 一 个 非常 有 希望 的 新 的 
费 马 最 后 定理 的 证 明 ， 这 是 英国 人 安德鲁 " 怀 尔 斯 CAndrew ”Wiles) 博 士 
的 证 明 。 当 时 的 热情 非常 高 涨 以 至 于 这 个 故事 已 登载 到 《纽约 时 报 》 的 
头 版 ， 而 且 被 认为 有 充分 的 新 闻 价 值 而 获 批 在 《纽约 时 报 》 上 登载 整 版 
文章 (在 《纽约 时 报 》 上 面 登载 的 数学 故事 少 得 就 如 《新 闻 周 刊 》 上 的 
广告 ) 。H3 如 果 怀 尔 斯 的 证 明 经 得 起 来 自 数学 团体 的 审查 ， 这 将 是 一 
个 伟大 的 胜利 ， 那 么 他 的 名 字 将 被 大 大 地 写 在 以 后 的 数学 历史 书 中 。 如 
果 他 的 证 明 有 和 错误， 它 将 被 扔 入 数 以 干 记 的 未 如 愿 的 证 明之 中 。 请 继续 
KE. M 
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发 出 现代 数学 如 此 众多 的 关键 思想 。 在 1659 年 给 朋友 的 一 封 信 中 ， 老 年 
的 费 马 还 表达 了 这 样 的 愿望 :也 许 子 孙 后 代 会 感谢 我 向 他 们 展示 了 古人 
不 知道 的 每 一 件 事 。203| 

我 们 可 以 毫 不 犹豫 地 断言 : 后 人 已 经 很 感谢 他 了 。 
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山 数 学界 已 经 认可 了 怀 尔 斯 博士 的 证 明 ， 费 马 最 后 定理 最 终 获 得 证 明 。 
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我 们 已 经 在 第 C 章 中 介绍 了 曾 一 度 是 数学 基石 的 几何 。 在 本 章 以 及 
接 下 来 的 两 革 ， 我 们 要 深入 研究 一 下 这 个 古老 而 优美 的 学 科 。 从 几何 的 
最 优秀 的 实践 者 一 一 古 希 腊 数 学 家 开始 是 最 好 的 选择 。 

不 论 是 从 数学 角度 还 是 从 历史 角度 ， 也 不 论 是 从 实践 角度 还 是 从 审 
美 角度 ， 希 腊 几 何者 被 认为 是 人 类 智慧 的 一 项 重要 成 就 。 它 的 黄金 时 代 








是 从 公元 前 600 年 的 米利 都 的 泰利 斯 到 公元 前 2 世纪 的 埃 拉 托 色 尼斯 、 阿 
波 罗 尼 斯 和 无 人 能 比 的 锡 拉 库 扎 的 阿 基 米 德 。 此 后 是 稍稍 逊色 的 “银色 
时 代 ”， 持 续 到 公元 300 年 的 帕 普 斯 时 代 。 这 些 人 以 及 很 多 其 他 人 把 几何 
从 测量 土地 (geo=earth， metria=measure) 的 实际 方法 发 展 成 为 由 坚实 的 逻 
辑 法 则 编织 起 来 的 抽象 定理 和 结构 的 庞大 体系 。 和 希腊 几何 堪 称 是 最 重大 
的 西方 文明 的 知识 与 艺术 活动 之 一 ， 因 此 它 与 伊丽莎白 一 世 时 代 的 戏剧 
艺术 或 法 国 印象 流派 有 许多 共同 之 处 。 同 印象 派 艺 术 家 类 似 ， 希腊 几何 
学 家 有 共同 的 哲学 和 风格 ， 虽 然 说 有 各 种 各 样 的 法 国 艺术 家 ， 也 有 各 种 
但 是 印象 派 油画 或 希腊 定理 的 深层 的 一 贯 特 征 却 总 是 一 
目 了 然 的 。 

这 些 特征 是 什么 呢 ? 历 史学 家 艾 弗 .托马斯 (Ivor Thomas) 在 他 全 面 的 
《希腊 数学 著作 》 中 提炼 出 了 这 样 的 特征 (1) 希腊 人 证 明定 理 逻 辑 严 
密 ， 令 人 印象 深刻 ; (2) 纯 粹 几何 而 非 数 字 几 何 是 他 们 的 数学 之 本 ; (3) 
在 提出 和 发 展 数学 命题 上 ， 希 腊 人 拥有 娴熟 的 组 织 能 力 。 叫 

除 这 些 特征 之 外 ， 我 们 再 添加 另外 两 个 特征 。 一 是 他 们 把 几何 看 成 
是 最 优秀 的 纯 思维 训练 ， 一 度 是 理想 的 、 精 神 的 和 永恒 的 课题 。 在 《 理 
想 国 》 中 ， 相 拉 图 说 ， 尽 管 几 何 学 家 男 出 实 实在 在 的 几何 图 形 用 来 帮助 
他 们 观察 ， 但 

他 们 不 是 考虑 这 些 图 形 ， 而 是 考虑 这 些 图 形 所 代表 的 那些 东西 ; 
此 ， 他 们 论证 的 关键 是 正方 形 或 直径 本 身 ， 而 不 是 他 们 男 出 的 东西 ; 同 
样 ， 当 他 们 模拟 或 画 出 一 个 物体 时 ， 这 可 能 是 它们 目 己 在 阴影 中 或 在 水 
中 的 像 ， 于 是 他 们 把 它们 当 作 像 ， 努 力 弄 明白 那些 只 能 通过 想象 而 看 不 
到 的 抽象 物体 。[2 

当然 ， 这 样 的 观点 与 相 拉 图 远离 人 类 经 验 的 理想 存在 的 思想 相 吻 
合 ， 而 且 几 何 思 想 在 他 的 哲学 形成 中 一 定 起 着 作用 。 不 断 寻 求 完 美 、 符 
合 逻 辑 和 完全 合理 的 希腊 思想 家 也 许 把 几何 看 成 是 这 种 理想 的 化 身 。 

虽然 谈 不 上 意义 极其 重大 ， 但 是 依赖 圆规 和 直 尺 作 几 何 构造 绝对 是 
几乎 整个 希腊 数学 的 中 心 。 一 方面 ， 这 是 相 拉 图 提 及 的 画 出 真实 图 形 的 
实用 工具 。 而 在 更 抽象 的 意义 下 ， 这 些 工 具 把 直线 〈 通 过 直 尺 ) AR 
(通过 圆规 ) 祭 秦 为 几何 实体 的 核心 。 利 用 理想 直线 的 绝对 精准 和 理想 
加 的 完美 对 称 ， 希 腊 人 创造 了 他 们 的 几何 图 形 ， 并 由 此 创造 了 他 们 的 几 
何 定理 。 今 天 ， 虽 然 我 们 拓展 开 来 的 数学 已 经 超越 了 直线 和 圆 ， 但 是 它 
们 在 希腊 数学 家 心中 至 高 无 上 的 地 位 是 名 副 其 实 的 。 

坚 无 疑问 ， 几 何 思 想 在 希腊 人 之 前 就 存在 。 例 如 ， 埃 及 和 美 索 不 达 
米 亚 的 文明 就 曾 使 用 几何 来 分 割 田地 以 及 建造 金字 塔 ， 我们 将 在 第 O 章 
中 再 回 到 这 一 话题 。 但 是 ， 正 是 从 希腊 人 那里 我 们 才 找 到 了 经 严格 的 好 
辑 证 明了 的 最 早 的 几何 定理 ， 最 早 的 命题 。 


























据 记 载 ， 和 希腊 最 早 的 数学 家 古 泰 利 斯 ， 他 生长 在 钙 鱼 出 没 的 东 爱 全 
海 尼 ， 同 时 也 是 和 希 脂 最 早 的 天 文学 家 和 哲学 家 。 据 后 来 的 评论 家 普罗 区 
洛斯 Prolus) 说 , “泰利 斯 是 前 往 埃 及 并 把 这 门 学 问 融 回 到 希腊 的 第 一 
人 ， 他 发 明了 很 多 命题 并 为 他 的 后 人 揭示 了 很 多 其 他 的 基本 原理 *”。 

气 传 六， 正 是 泰利 斯 首先 证 明了 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 以 及 入 
接 于 半圆 内 的 任意 角 等 于 90 度 (有 时 候 给 后 面 这 个 定理 一 个 饶舌 的 名 
F: 泰利 斯 定理 ) 。 可 惜 的 是 ， 这 个 传说 就 是 我 们 所 有 的 依据 ， 因 为 他 
实际 的 证 明 很 久之 前 就 已 经 消失 了 。 但 是 ， 古 人 对 他 的 评价 非常 之 高 ， 
把 他 章 奉 为 “证 代 七 贰 "之 一 。《〈 没 有 证 据 表 明 下 面 这 个 谣言 是 真 的 ， 这 
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从 泰利 斯 开始 ， 希 腊 几 何 开 始 起 步 。 退 寻 它 的 发 展 足 迹 ， 它 的 成 功 
和 失败 ， 那 是 无 论 多 少 章节 也 说 不 完 的 。 所 以 ， 在 此 我 们 只 能 局 限于 两 
个 特殊 的 几何 问题 : 欧 几 里 得 是 如 何 用 一 文 破 圆规 做 几何 的 ， 为 什么 伊 
比 鸠 鲁 学 派 的 学 者 指责 他 还 没有 一 头 驴 聪明 。 尽 管 这 两 个 主题 的 选择 有 
扩 上 古怪 ， 但 是 它们 却 能 让 你 领略 到 当时 的 数学 家 们 的 性 情 。 

我 们 从 大 约 公元 前 300 年 的 亚历山大 的 欧 几 里 得 开始 。 尽 管 他 写 了 
大 量 的 数学 论文 ， 但 正 是 《几何 原本 》 使 人 们 牢 牢 记 住 他 的 名 字 。《 几 
何 原本 》 是 到 那 时 为 止 几乎 整个 硕 脐 数学 的 系统 展示 。 这 本 著作 分 成 13 
卷 ， 包 含 465 个 关于 平面 几何 、 立 体 几 何 和 数论 的 命题 。 把 它 称 作 整 个 
时 代 最 伟大 的 数学 教科 书 绝 不 为 过 ， 上 自 它 在 古 希 腊 的 出 现 到 今天 ， 这 本 
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《几何 原本 》 之 所 以 如 此 重要 ， 是 因为 它 从 基本 的 原理 出 发 ， 进 行 
逻辑 展开 ， 得 到 精妙 的 结论 。 欧 儿 里 得 《几何 原本 》 的 第 一 卷 一 开始 就 
列 出 了 23 个 定义 ， 这 样 做 使 得 读者 会 非常 精确 地 知道 他 的 术语 的 意思 。 
他 定义 点 是 “不 能 再 分 的 东西 >《〈 这 是 他 的 说 明 较 少 的 定义 之 一 ) ， 等 边 
三 角形 是 “三 条 边 相 等 的 ”三 角形 ， 等 腰 三 角形 是 “有 两 条 边 相 等 的 ”三 角 
形 。 

有 了 这 些 定 义 好 的 术语 之 后 ， 欧 几 里 得 提出 了 五 个 公设 ， 作 为 他 的 
几何 基础 ， 这 是 随后 展开 一 切 的 起 点 。 给 出 的 这 五 个 公设 没有 证 明 ， 只 
需 简 单 地 认可 它们 。 闪 运 的 是 ， 这 样 的 认可 并 不 困难 ， 因 为 这 些 公设 平 
淡 无 奇 地 展现 在 欧 几 里 得 的 同 代 人 和 今天 我 们 大 部 分 人 的 面前 。 为 了 我 
们 本 章 的 目的 ， 我 们 只 需要 前 三 个 公设 : 

(GD)[ 可 以 ] 从 任意 一 点 到 任意 一 点 画 一 条 直线 。 

(C2)[ 可 以 ] 连 续 地 在 一 条 直线 上 产生 一 条 有 限 直线 。 

(3)[ 可 以 ] 以 任意 圆心 和 距离 描绘 出 一 个 圆 。 
































|| 入 


AP in he Rope: ore of the late Queen Chrjtisn of: 


Join OVE or CHR, Nits of Alexandria, whire 
ind 407 es daga 8 tn the Nye 
nar d LE Ae XFB. ves 
But CPL 
yi mr he th gers 


V M leg het to be only the Da 72 
arx most applaudi? : the ts Ye are Mota ty Hy pice 


of Alexoudria an? not fo Aime . ee Py e 








这 些 看 起 来 非常 简单 ， 不 证 自明 。 前 两 个 公设 合法 化 了 无 刻度 直 尺 
在 几何 画图 中 的 使 用 ， 因 为 它们 允许 我 们 用 一 条 直线 连接 两 个 点 (公设 


1) 或 者 取 一 条 已 存在 的 线 并 伸 长 它 (公设 2) 。 这 束 是 直 尺 的 作用 。 第 
三 条 公理 允许 我 们 使 用 圆规 :以 一 个 定点 为 圆心 和 一 个 事先 确定 的 长 度 
CO 
Fo 

但 是 ， 你 可 能 回想 起 上 自己 的 几何 课程 ， 回 想起 使 用 圆规 而 实施 的 另 
一 种 操作 : 把 一 个 长 度 从 平面 的 一 个 部 分 移动 到 另 一 个 部 分 。 这 很 容易 
做 。 我 们 把 圆规 的 两 个 点 放置 在 要 移动 的 这 条 线段 的 两 个 端点 ， 在 此 锁 
住 圆规 ， 并 把 它 拿 起 来 ， 直 挺 挺 地 移动 它 ， 然 后 在 想 要 的 地 方 放 下 它 。 
在 很 多 几何 画图 中 这 是 既 简单 又 必要 的 过 程 。 

然而 ， 欧 几 里 得 却 没 有 引入 这 样 的 一 个 公设 来 表明 用 这 种 方式 移动 
长 度 是 合法 的 。 我 们 希望 某 个 地 方 有 一 个 自明 的 特权 允许 我 们 这 样 做 ， 
但 是 我 们 什么 也 没有 找到 。 尽 管 他 的 圆规 能 够 画 圆 ， 但 是 他 没有 明确 允 
许 它 被 锁定 在 某 个 位 置 然 后 移动 。 因 此 有 时 候 开 玩笑 说 欧 几 里 得 的 圆规 
是 一 个 “可 折 靶 的 圆规 *"， 在 它 被 从 纸 上 拿 起 来 的 瞬间 它 就 合 上 了 它 的 
腿 。 

这 引发 一 个 非常 严重 的 逻辑 问题 : 难道 这 位 受 人 尊敬 的 希腊 几何 学 
家 和 态 记 了 引入 一 个 “移动 长 度 的 ”的 公设 了 吗 ? 难道 我 们 发 现 了 欧 几 里 得 
的 漏洞 了 吗 ? 

完全 不 是 那样 。 正 如 我 们 马上 束 会 看 到 的 那样 ， 没 有 引入 这 样 的 一 
个 公设 ， 欧 几 里 得 有 他 的 理由 ， 逻 辑 上 人 合理， 非常 具有 希腊 的 特性 。 我 
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取代 公设 ， 欧 几 里 得 却 引 入 了 几 个 “和 常识”: 一 些 更 一 般 而 且 没 有 几 
何 特 性 的 自明 陈述 。 例 如 ， 这 里 我 们 无 需 证 明 地 接受 “和 同一 个 事物 相 
等 的 事物 彼此 相等 ?” 还 有 “如 果 相 等 的 事物 加 上 相等 的 事物 ， 那 么 整体 
还 相等 ”还 有 “整体 大 于 部 分 ”"。 很 少 有 人 会 挑 这 些 陈述 的 毛病 。[ 

一 切 就 绕 ， 他 准备 开工 了 。 从 少数 几 个 定义 、 公 设 和 常识 的 小 集合 
演绎 出 一 个 庞大 的 几何 肛 干 ， 你 要 从 哪里 开始 呢 ? 这 是 一 种 令 数 学 家 
(和 作家 〉 举步维艰 的 最 初 挑战 。 但 是 ， 正 如 中 国人 告诉 我 们 的 那样 ， 
万 里 征程 始 于 足下 ， 而 欧 几 里 得 从 等 边 三 角形 开始 了 他 罕 越 几何 的 征 
3 
人 图形。 

图 G-1 


















































4 B 


这 个 推理 很 简单 。 从 图 G-1 给 定 的 线段 AB 开 始 ， 在 公设 3 的 允许 
下 ， 我 们 以 4 为 圆心 ， 以 AB 长 为 半径 构造 一 个 圆 。 然 后 ， 用 相同 的 公 
设 ， 以 B 为 圆心 ， 以 AB 长 为 半径 构造 另 一 个 圆 。 设 C 是 这 两 个 圆 弧 的 交 
点 〈 对 于 这 样 的 交点 的 存在 性 参考 本 章 的 注释 ) 。 叫 根据 公设 1 我 们 男 
线 AC 和 BC， 形 成 AABC 在 这 个 三 角形 中 ，AB 和 AC 有 相同 的 长 度 ， 因 为 
它们 是 第 一 个 圆 的 半径 ;而 AB 和 BC 也 有 相同 的 长 度 ， 因 为 它们 是 第 二 个 
圆 的 半径 。 因 为 同时 等 于 相同 事物 的 事物 彼此 相等 ， 所 以 这 三 条 边 相 
等 。 根 据 欧 几 里 得 的 定义 ， 这 个 三 角形 是 等 边 三 角形 ， 证 明 完 毕 。 

这 里 ， 重 要 的 是 观察 利用 圆规 这 样 画 网 时 ， 欧 几 里 得 根本 不 需要 直 
挺 挺 地 移动 它 。 当 画 出 每 条 弧 后 ， 圆 规 可 以 坏 掉 而 丝毫 不 会 影响 证 明 。 

但 是 在 卷 ] 接 下 来 的 两 个 命题 中 ， 欧 几 里 得 展示 了 如 何 使 用 一 文 折 
登 起 来 的 圆规 来 移动 一 个 长 度 。 这 表明 已 有 的 公设 已 经 暗含 了 长 度 移 
动 。 以 此 为 目的 的 新 公设 已 经 成 为 不 需要 的 包容 ， 欧 几 里 得 足够 聪明 ， 
他 认识 到 了 这 一 点 。 

他 的 证 明 相当 巧妙 ， 在 这 里 我 们 把 他 的 两 个 命题 的 推理 合成 一 个 。 
假设 我 们 有 如 图 G-2 所 示 的 线段 AB， 和 希望 把 它 的 长 度 移动 到 发 自 C 点 的 
线段 CD 上 。 山 首先 ， 使 用 直 尺 并 运用 公设 1 画 出 连结 B 和 C 的 线段 。 然 后 
在 线段 BC 上 男 等 边 三 角形 BCE; 当然 这 种 画图 的 合法 性 正 是 前 面 的 命题 
所 确立 的 东西 。 


G-2 






































然后 ， 我 们 开始 画 一 系列 圆 。 以 B 为 圆心 ，AB 为 半径 构造 一 个 圆 ， 
在 F 点 与 BE 相交 《假设 当 我 们 把 圆规 拿 离 纸 面 时 ， 它 可 以 折 受 起 来 ) 。 
以 有 为 圆心 ， 以 EF 为 半径 画 圆 ， 在 G 点 与 CE 相交 《同样 ， 当 我 们 把 圆规 
MA ESRI, CHT BHR) 。 以 C 为 圆心 ，CG 为 半径 画 最 
后 一 个 圆 ， 在 互 点 与 CD 相交 。 欧 几 里 得 的 公设 3 允许 画 这 些 图 形 ， 不 需 
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现在 ， 我 们 只 是 生成 一 系列 等 式 〈( 为 了 表 记 方便 ， 我 们 把 线段 xy 的 





长 度 记 为 
AB = BF 因为 它们 是 同一 个 圆 的 半径 


EF 
= BE — EG 因为 EF EC 是 同一 个 圆 的 半径 
= CE - EG 因为 ABCE 的 三 条 边 有 相同 的 长 度 


= CH 还 是 因为 是 同一 个 圆 的 半径 


这 条 等 式 链 的 头 部 和 尾部 表明 AB igi CH 。 因 此 ，AB 的 最 
初 长 度 已 如 所 需 那 样 移 到 线段 CD 上 ， 我 们 还 是 不 必 拿 起 圆规 并 且 直 挺 
挺 地 移动 它 。 

从 这 个 证 明 我 们 可 以 得 到 一 个 令 人 和 慰 讶 的 结论 ， 那 就 是 一 个 似乎 需 
要 不 能 折合 的 圆规 来 做 的 画图 ， 实 际 上 可 以 用 一 文 能 够 折合 的 圆规 来 实 


现 。 当 欧 几 里 得 随后 展开 他 的 几何 时 ， 他 之 所 以 能 够 合理 地 把 一 个 长 度 
从 一 个 地 方 移动 到 男 一 个 地 方 ， 就 像 用 了 一 个 不 能 折 又 的 圆规 一 样 ， 他 
的 理论 基础 就 是 刚刚 证 明 的 定理 。 因 为 他 如 此 早 地 、 如 此 简单 地 得 到 
它 ， 他 才能 从 此 自由 地 使 用 它 。 

此 时 ， 某 些 读者 也 许 沉 间 地 打 着 哈欠 ， 认 为 整个 事件 太 乱 太 无 意 
义 。 毕 竟 ， 每 一 个 人 都 知道 ， 文 具 店 所 卖 的 廉价 金属 圆规 都 可 以 让 其 保 
20 Ore rns ee” incre SUE QUISNAM 
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第 二 ， 当 时 文具 店 还 没有 发 明 出 来 。 第 三 ， 也 是 最 关键 的 ， 欧 几 里 得 也 
许 不 想 把 这 个 不 必要 的 公设 加 入 到 他 的 公设 列表 中 。 为 什么 还 要 假设 可 
以 从 其 他 假设 得 到 的 东西 呢 ? 这 会 令 他 的 公设 不 够 纯净 、 不 够 简化 、 不 
够 完美 ， 因 此 触犯 了 美学 而 非 数 学 的 基本 原则 。 对 希腊 数学 家 来 襄 ， 美 
学 上 的 各 种 思考 至 关 重 要 ， 这 一 点 是 显而易见 的 。 在 上 面 的 欧 几 里 得 的 
证 明 中 ， 我 们 就 会 体会 到 艾 弗 。 托 马 斯 写 下 下 面 这 段 话 时 的 意思 了 : 

不 可 能 不 给 现代 数学 家 留 下 深刻 印象 的 〈 一 个 ) 特征 束 是 这 位 伟大 
的 希腊 几何 学 家 的 著作 形式 是 如 此 完美 。 在 各 个 命题 的 证 明 中 以 及 在 各 
卷 的 命题 分 布 中 ， 都 同样 可 以 发 现 这 样 的 完美 形式 ， 它 是 由 台 农 神 庙 和 
了 福 克 勒 斯 的 戏剧 展现 给 我 们 的 同样 天 才 的 另外 一 种 表现 ;在 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》 中 ， 这 种 形式 上 的 完美 也 许 达 到 了 极 至 。 交 | 

现在 ， 我 们 再 深入 看 一 看 卷 1， 去 寻找 一 下 欧 几 里 得 是 个 天 才 的 进 
一 步 证 据 。 在 关于 那 文 可 折 有 登 的 圆规 的 命题 2 和 命题 3 之 后 ， 欧 几 里 得 设 
置 命 题 4 为 证 明 所 谓 的 边 - 角 - 边 或 SAS 全 等 法 则 。 那 就 是 (参见 图 G- 

3) ， 如 果 我 们 有 三 角形 ABC 和 DEF， 且 

AB = DE, AC = DF, nsga-y, SAXA TAE 
等 ， 也 就 是 说 它们 有 完全 相同 的 大 小 和 形状 。 换 句 话说， 如 果 拿 起 
站 
对 点 。 



































图 G-3 
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在 欧 几 里 得 的 手中 ， 三 角形 全 等 是 证 明 几 何 命题 的 关键 。 后 来 ， 他 
在 命题 8 和 命题 26 中 又 分 别 给 出 了 三 角形 全 等 模式 边 - 边 - 边 (或 SSS) 和 
角 - 边 - 角 ( 或 ASA) 以 及 角 - 角 - 边 (或 AAS) 。 

卷 1 的 命题 5 证 明了 等 腰 三 角形 的 底 角 相等 。 正 如 前 面 提 到 的 那样 ， 
这 个 结果 应 该 归功 于 泰利 斯 ， 但 是 在 《几何 原本 》 中 的 证 明 却 可 能 是 欧 
几 里 得 自己 的 。 呈 虽然 在 这 里 我 们 不 给 出 这 个 证 明 ， 但 是 我 们 要 提 及 它 
是 借助 图 G-4 中 的 图 示 完 成 的 。 这 个 图 像 一 座 桥 梁 式 结构 (至 少 对 那些 
想象 力 丰 富 的 人 来 说 ) ， 可 能 就 是 把 命题 5 称 为 条 人 难过 的 桥 或 者 驴 桥 
定理 的 原因 。 据 传说 ， 思 人 ， 或 者 说 驴 ， 觉 得 他 们 无 法 理解 这 个 证 明 ， 
因此 他 们 无 法 跨 过 这 座 逻 辑 桥 而 进入 到 《几何 原本 》 所 带 来 的 几何 。 

如 果 把 智力 弱 的 学 生 比 作 驴 的 话 ， 欧 几 里 得 自己 也 因为 他 的 命题 20 
的 证 明 在 伊 壁 鸠 鲁 派 的 面前 遭 到 了 相同 的 命运 。 看 一 下 这 是 为 什么 ， 首 
先 我 们 必须 描述 一 下 卷 1 中 几 个 中 间 的 定理 。 

跨 过 了 这 座 笨 人 难过 的 桥 之 后 ， 欧 几 里 得 展示 了 如 何 二 分 角 以 及 利 
用 圆规 和 直 尺 画 垂 线 的 方法 ， 这 之 后 就 是 卷 1 的 一 个 关键 定理 ， 通 常 称 
其 为 外 角 定理 。 这 一 结果 就 是 命题 16， 它 保证 任意 三 角形 的 一 个 外 角 一 
定 大 于 内 对 角 。 即 (参见 图 G-5， ， 如 果 我 们 从 AABC 开 始 ， 向 右 延 
长 BC 到 DD， 那么 角 a 和 PB 都 小 于 角 和 人 ACD。 

这 个 外 角 定 理 是 《几何 原本 》 中 出 现 的 第 一 个 几何 不 等 式 。 之 前 欧 
几 里 得 证 明了 边 或 角 是 相等 的 (如 在 策 人 难过 的 桥 中 ) ， 这 里 他 证 明了 
a 在 卷 1 的 后 半 部 分 ， 这 个 定理 担任 非常 重要 的 角 


图 G-4 

















它 还 给 我 们 市 来 了 男 一 个 不 等 式 ， 即 命题 19， 它 的 图 示 如 图 G-6。 
欧 几 里 得 的 陈述 是 在 任意 意 三 角形 中 ， 大 角 一 定 对 着 大 边 ”， 用 现代 记 法 
描述 就 是 下 面 的 命题 。 


命题 19 ZEAABCH, "nao, AC » HO 


WEAR ” 这里， 我 们 假设 B>a。 我 们 的 工作 是 要 证 明 人 ABC 的 对 边 AC 大 于 
< PAC DG 
G-6 





À D 


吹 几 里 得 分 别 考虑 了 三 种 情况 : b=abp= 二 a 及 b>a 他 的 策略 是 要 证 明 
前 两 种 情况 不 可 能 ， 因 此 得 出 第 三 种 情况 一 定 成 立 的 结论 ， 如 定理 所 断 
言 的 那样 。 这 样 的 技巧 称 为 双 归 诬 法 ， 或 者 双 否 定 证 明 。 这 种 强大 的 巡 
e e 无 处 可 比 。 下 面 就 给 出 欧 几 里 得 的 其 

证 明 。 
情况 1 假设 b=a 





gms gira? BC =a=b=AC , 

明 "ABC 是 等 腰 三 角形 ， 所 以 引用 策 人 难过 的 桥 定 理 ， 人 
角形 的 底 角 是 相等 的 。 即 和 BAC= ABC， 或 者 等 价 地 有 a=B。 但 是 这 与 
最 初 的 假设 B>a 了 矛盾 。 因 此 我 们 舍 去 不 可 能 的 情况 1。 

情况 2 假设 b>a。 

这 里 ， 我 们 在 图 G-7 中 摘 绘 了 这 种 情况 。 因 为 假设 AC 比 BC 短 ， 因 此 
我 们 可 以 画 出 长 度 为 pb 的 线段 CD， 其 中 万 落 在 长 边 BC 上 。 然 后 画 出 AD 
形成 *ADC。 这 个 三 角形 有 两 条 边 的 长 度 等 于 p， 因 此 它 是 等 腰 三 角形 ， 
e eese 了 人 DAC 和 ADC。 对 狭长 "ABD 运 用 外 角 定 理 ， 我 们 
得 到 


Dp =W fi ABD 
< 外 角 ZADC 根据 外 角 定 理 
= “DAC 因为 ADAC 是 等 腰 三 角形 
< Z BAC 因为 整体 大 于 部 分 


=Q 


换 句 话说 ，p< ax， 这 与 定理 最 初 的 条 件 B>o 了 矛盾 。 情 况 2 导 出 一 个 矛盾 ， 
AAR 我 们 只 有 情况 3 了 。 
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情况 3 b>a 
它 一 定 是 真 的 ， 因 为 没有 其 他 的 选择 ， 因 此 定理 证 毕 。 
现在 ， 我 们 已 经 触及 令 伊 壁 鸠 鲁 学 派 的 哲学 家 们 感到 无 比 困 扰 的 这 





个 命题 。 表 面 上 ， 它 看 起 来 没有 什么 可 恶 之 处 。 
Aao 在 任意 三 角形 中 ,任意 选取 的 两 条 边 合 在 一 起 大 于 于 人 的 一 条 


为 什么 争论 ? 为 什么 嘲笑 ? 我 们 引用 评论 家 普罗 克 党 斯 的 话 : 

伊 壁 鸠 鲁 学 派 常常 嘲笑 这 个 定理 ， 说 甚至 对 驴 来 说 它 都 是 显然 的 ， 
无 需 证 明 ; 他 们 说 ， 这 惑 是 无 知 的 人 的 标志 ， 显 而 易 见 的 真理 非 要 解 
释 ， 却 死心 塌 地 相信 那些 深奥 难 异 的 东西 .….. 驴 是 通过 下 面 的 观察 得 到 
现在 这 个 定理 的 ， 即 如 果 把 草料 放 在 这 条 边 的 一 个 末端 ， 要 吃 草 的 驴 会 
沿 着 这 条 边 走 而 不 会 取道 那 两 条 边 。 四 

忆 之 ， 甚 至 连 不 会 说 话 的 动物 部 知道 在 图 G-8 中 取 从 C 到 B 的 直线 路 
径 ， 而 不 是 绕 过 A 走 一 条 长 路 径 。 因 此 伊 壁 灼 鲁 学 派 问 ， 为 什么 欧 几 里 
得 要 费事 地 去 证 明 如 此 非常 明显 的 事情 ?普罗 元 洛 斯 给 出 了 管 采 : 

应 该 说 ， 虽 然 从 感觉 上 这 个 定理 是 显然 正确 的 ， 但 是 对 于 科学 思 
来 说 它 还 不 清楚 。 很 多 事情 都 有 这 样 的 特征 ， 例 如 ， 火 能 加 热 。 感 觉 到 
这 点 很 简单 ， 但 是 弄 明 日 它 怎么 加 热 正 是 科学 的 任务 。， 
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A C B 
b+c>a 
本 着 欧 几 里 得 的 精神 ， 也 就 是 典型 希腊 几何 的 精神 ， 我 们 必须 利用 
我 们 的 推理 才能 论证 驴 通 过 本 能 所 知道 的 东西 。 甚 至 一 个 表面 看 似 上 自明 
的 命题 也 需要 证 明 ， 这 是 欧 几 里 得 非常 愿意 为 之 的 事情 。 以 前 面 的 结果 
为 基础 ， 他 进行 如 下 推理 。 


AC + AB > BC 
命题 20 ”在 "ABC 中 ， (Blb--c»a). 
证 明 ”在 图 G-9 中 ， 延 长 边 BA 到 DD 使 得 








AD = AL =b ae £n DE. 
构造 产生 *DAC， 这 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 因 为 它 有 两 条 长 度 为 b 的 边 。 考 
虑 大 三 角形 BDC， 我 们 注意 到 


ZBCD »ZACD 因为 整体 大 于 部 分 
=ZBDC 因为 二 者 是 等 腰 三 角形 Z DAC 的 底 角 


所 以 BCD 大 于 二 BDC。 正 如 欧 几 里 得 刚 证 明 的 那样 ， 较 大 的 边 对 应 着 
较 大 的 角 ， 这 导致 BD 2 BC ass, b+c>a， 这 显然 就 是 
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这 是 一 个 了 不 起 的 小 证 明 : 精妙 ， 巧 妙 地 运用 不 等 式 ， 相 当 人 简练 。 

在 柯南 道 尔 (Arthur Conan Doyle) 先生 的 《 血 字 研究 》 中 ， 沃 森 
(watson) 博 士 用 下 面 这 段 话 描述 了 福尔摩斯 的 推理 威力 : “他 的 结论 就 如 
很 多 欧 几 里 得 的 命题 一 样 可 靠 。*t10] 沃 森 不 是 唯一 高 度 评价 希腊 几何 学 
家 的 人 。 多 个 世纪 之 前 ， 阿 拉 伯 学 者 格 弗 部 (al-Qifti) 就 这 样 评价 欧 几 里 
得 ,“ 没 有 人 ， 将 来 也 不 会 有 人 能 够 突破 他 ，*t11 举 世 无 双 的 艾 伯 特 爱 
因 斯 坦 也 说 出 了 他 的 赞美 之 词 :* 如 果 欧 几 里 得 没有 点 燃 你 那 年 轻 的 热 
情 ， 那 么 你 天 生 就 不 是 一 个 科学 思想 家 。” [9 

当然 ， 我 们 上 面 所 讨论 的 只 是 冰山 一 角 ， 只 是 历史 学 家 英里 斯 ,元 
兰 (Morris ”Kline) 所 称 的 希腊 人 的 “丰盛 的 逻辑 训练 * 的 一 个 样 例 。[13] 现 
在 ， 我 们 必须 离开 它们 。 但 是 在 某 种 意义 上 ， 没 有 数学 家 能 够 超越 古典 
几何 学 家 所 留 下 的 遗产 。 他 们 开辟 描述 式 数学 ， 磨 快 逻 辑 工 具 ， 把 它 用 
于 数学 历史 进程 的 各 个 方面 。 我 们 以 20 世 纪 瑞 国 数学 家 哈代 (G.H. 








Hardy) 的 话 结束 本 章 : :“ 希 腊 人 ...... 讲 的 是 现代 数学 家 能 够 理解 的 语 
言 ， 正 如 利 特 尔 伍德 Littlewood) 曾 经 对 我 说 的 那样 ， 他 们 不 是 聪明 的 学 
生 或 者 ‘奖学金 候选 人 '， 而 是 ‘ 另 一 个 学 院 的 研究 生 *。”[ 均 

当 哈 代 说 “希腊 数学 是 极品 * 时 ， 没 有 人 与 他 争执 。 
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册 图 G-2 画 的 比较 特别 ， 看 起 来 AB 和 BF 以 及 CD 和 CE 在 一 条 直线 上 ， 这 
对 下 面 证 明 的 理解 可 能 会 产生 不 必要 的 误解 。 建 议 读者 重新 绘制 该 图 ， 
让 AB 更 偏 右 而 CD 更 偏 左 一 些 ， 或 者 把 点 E 画 在 B 和 CC 的 上 方 。 译 者 
注 








Al ypotenuse 


本 章 只 有 一 个 目标 : 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 一 个 关于 直角 三 角形 的 
非常 重要 的 结果 ， 它 使 得 数学 家 少 走 了 好 几 个 世纪 的 弯路 。 这 个 定理 肯 
定 是 整个 数学 中 最 伟大 的 定理 之 一 。 如 果 我 们 把 伟大 的 标准 定位 为 一 个 
定理 引 以 为 傲 的 不 同 的 证 明 方 法 的 数量 的 话 ， 那 么 毕 达 哥 拉 斯 定理 会 坚 
不 费力 地 取胜 ， 因 为 已 经 有 了 几 百 个 证 明 方 法 证 明 它 是 正确 的 。20 世 纪 





初 ， 一 个 名 叫 伊 利沙 "斯 科 特 * 卢 米 斯 (Elisha Scott Loomis) 的 教授 在 一 本 
稍 显 怪异 的 书 《 毕 达 哥 拉 斯 命题 》 贡 中 收集 并 发 表 了 367 个 证 明 。 卢 米 
斯 把 这 些 证 明 分 为 代数 的 、 几 何 的 、 动 态 的 或 四 元 数 的 等 类 别 ， 诚 然 其 
中 有 些 证 明之 间 只 是 略微 不 同 ， 而 且 有 些 凌 数 的 嫌疑 ， 但 是 这 些 证 明 的 
存在 明确 了 一 点 : 从 古 到 今 这 个 定理 一 直 蒙 绕 在 数学 家 的 脑海 之 中 。 

我 们 既 没 有 篇 幅 也 没有 意愿 展示 这 几 百 个 证 明 ， 但 是 至 少 要 讨论 几 
个 毕 达 哥 拉 斯 定理 证 明 。 我 们 要 讨论 三 个 证 明 : 一 个 是 古代 中 国人 给 出 
的 论证 ， 一 个 是 17 世 纪 英 国 数学 家 约翰 * 沃 利 斯 (John ”Wallis) 推 广 的 证 
明 ， 还 有 一 个 是 美国 政治 家 和 后 来 的 总 统 詹姆斯 ,加 菲尔德 于 1876 年 发 
现 的 证 明 。 我 们 希望 这 些 证 明 可 以 展示 数学 家 们 从 不 同 角度 处 理 相 同 问 
题 时 所 表现 出 的 机 智 。 

首先 ， 我 们 应 该 陈述 一 下 这 个 定理 。 用 现代 的 形式 说 ， 它 是 : 如 果 
ABC 是 如 图 H-1 所 示 的 直角 三 角形 ， 那 么 cc=a2+ bx, 其 中 a,b,c 是 三 条 边 的 
We 0 

如 刚才 所 说 的 那样 ， 这 是 现代 版 本 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 对 于 那些 对 
锅 腊 数学 不 熟悉 的 人 来 说 ， 当 他 们 了 解 到 在 古代 人 们 认识 它 的 方式 完全 
不 同时 ， 会 非常 尺 讶 。 和 希腊 人 没有 代数 符号 ， 没 有 公式 ， 没 有 指数 。 他 
们 对 等 式 C= a2+b2 也 许 根 本 就 不 知道 。 

是 的 ， 对 于 希腊 人 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 是 关于 正方 形 面积 的 描述 ， 而 
这 里 ， 正 方形 是 用 文字 描述 的 二 维 四 边 形 。 从 直角 三 角形 ABC 开始 ， 如 
图 H-2 所 示 ， 他 们 在 斜 边 和 直角 边 上 画 出 正方 形 。 这 个 定理 描述 的 是 斜 
边 上 正方 形 的 面积 正好 等 于 直角 边 上 正方 形 面 积 的 和 。 它 相当 了 不 起 ， 
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图 H-2 


无 论 从 代数 上 看 ， 还 是 从 几何 上 看 ， 这 个 定理 都 是 数学 中 最 重要 的 
定理 。 但 是 如 何 证 明 它 呢 ?我 们 先 从 中 国人 的 证 明 开 始 。 


中 国人 的 证 明 


这 是 证 明 这 个 定理 的 最 自然 的 方法 之 一 。 事 实 上 ， 很 多 人 认为 这 是 
毕 达 哥 拉 斯 本 人 在 公元 前 6 世纪 证 明 这 个 结果 的 方法 。 坦 白地 说 ， 有 人 
怀疑 毕 达 哥 拉 斯 是 如 何 证 明 这 个 定理 的 ， 也 有 人 怀疑 毕 达 哥 拉 斯 是 否 证 
明 过 这 个 定理 ， 还 有 人 怀疑 毕 达 哥 拉 斯 这 个 人 是 人 否 存 在 。 这 类 问题 属于 
对 遥远 过 去 的 半 神 话 式 人 物 研究 的 问题 。 

毕 达 哥 拉 斯 的 著作 没有 留 下 什么 ， 中 国人 却 实 实在 在 地 留 下 了 他 们 
的 推理 明证 。 这 一 证 明 出 现在 《 周 藤 算 经 》 之 中 ， 这 是 一 本 可 以 追 蛮 到 
2000 多 年 前 的 汉代 的 教科 书 。 显 然 ， 中 国人 从 边 长 为 3，4，5 的 直角 三 
角形 获知 这 个 定理 ， 因 为 他 们 有 一 个 名 叫 弦 图 的 图 表 ， 该 图 表 描 绘 了 一 











个 正方 形 ， 其 内 有 一 个 斜 着 的 正方 形 ， 如 图 H-3 所 示 。 吕 
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XARRA BY ie WL EY Bez HB] A ESSE, SA ERI 
帝 对 所 有 直角 三 角形 所 陈述 的 毕 达 哥 拉 斯 关系 的 一 般 论证 。 我 们 的 确 根 
本 没有 找到 证 明 。 但 是 ， 弦 图 所 强 含 的 思想 却 足 以 建立 毕 达 哥 拉 斯 定 
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还 需要 两 个 先决 条 件 。 一 是 我 们 在 第 G 章 中 提 到 的 边 角 边 即 SAS 全 
等 法 则 。 二 是 一 个 著名 定理 ， 即 三 角形 三 个 角 的 大 小 之 和 等 于 两 个 直 
角 ， 按 照 现 在 的 说 法 就 是 180*。 因 此 ， 通 过 简单 的 观察 就 可 以 知道 直角 
三 角形 两 个 锐角 之 和 一 定 等 于 90°。 

有 了 这 些 适当 的 基本 条 件 之 后 ， 我 们 残 开 始 论 证 。 设 AABC 是 如 图 
H-4 所 示 的 直角 三 角形 ， 模 仿 中 国人 的 图 表 ， 男 出 一 个 边 长 为 ao+b 的 正方 
形 《〈 数 一 下 图 内 的 各 部 分 ， 你 会 看 到 对 于 3-4-5 的 直角 三 角形 ， 中 国人 的 
正方 形 的 每 一 条 边 的 长 度 是 3+4=7) 。 然 后 ， 在 大 正方 形 中 画 出 BD,，DE 
和 FEA， 构 成 一 个 有 四 条 倾斜 的 边 的 图 形 。 这 是 弦 图 的 一 般 化 版 本 。 

在 这 个 大 正方 形 的 每 一 个 角 处 的 图 形 都 是 直角 三 角形 ， 这 些 直 角 三 
角形 部 由 长 度 为 a 和 5b 的 边 包 围 直 角 ， 根 据 3AS 它 们 全 等 。 因 此 它们 所 有 
部 分 都 是 相等 的 ， 所 以 它们 的 四 个 斜 边 相等 ， 即 


BD = DE=EA=AB=c¢. 


们 的 角 的 
大 小 为 a 和 PB。 








现在 ， 我 们 断定 四 边 形 BDEA 是 正方 形 。 我 们 刚才 已 经 发 现 它 的 四 
条 边 的 长 度 都 是 c， 所 以 余下 的 就 是 确定 它 的 角 。 例 如 ， 考 虑 二 ABD。 
因为 CF 是 一 条 直线 ， 通 过 我 们 标识 的 直角 三 角形 的 锐角 ， 我 们 知道 
180°= 4 CBA+ ZABD+ 人 DBF=B+ ABD+a=90°+ 人 ABD 于 是 有 

LABD=180°-90°=90° 

因此 ， 这 个 内 部 图 形 的 这 个 角 是 一 个 直角 。 对 其 他 三 个 角 我 们 可 以 利用 
同样 的 推理 ， 所 以 四 边 形 BDEA 的 四 条 边 相等 且 四 个 内 角 是 直角 ， 所 以 
它 是 正方 形 。 如 同 任意 正方 形 一样 ， 它 的 面积 是 它 的 底 和 高 的 
Ws Cxc=c2。 

从 这 里 出 发 容易 得 出 下 面 的 结论 。 外 面 边 长 为 atb 的 大 正方 形 的 面 
积 是 (at+b)?*=a*+2ab+b*。 但 是 ， 外 面 这 个 正方 形 可 以 分 解 成 五 个 部 分 ， 
四 个 全 等 的 直角 三 角形 和 内 部 倾斜 着 的 正方 形 ， 所 以 它 的 面积 是 








so ! UN RT : ] e 2 
4 x 面积 (人 A4BC) 十 面积 (正方 JÉBDEA) — 4 (io) -c* = 2ab + c^ 


我 们 使 这 两 个 面积 相等 ， 得 到 
a^*2ab-*b?-2ab-*c? 
而 消 掉 两 边 的 2abp 得 到 下 面 所 需 的 结 
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omma des 比拟 的 。 对 中 国人 的 证 明 融 会 贯通 的 人 不 久 又 会 对 知 
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相似 证 明 


毕 达 哥 拉 斯 定理 的 这 个 证 明 被 认为 是 所有 证 明 中 最 短 、 最 简单 的 证 
明之 一 ， 归 功 于 英国 数学 家 约翰 * 沃 利 斯 (1616 一 1703)， 但 是 它 肯 定 更 古 
老 些 。 表 面 上 看 ， 刚 才 的 评价 是 准确 的 ， 因 为 这 一 推理 从 开始 到 结束 只 
用 了 几 行 。 但是， 这 一 证 明 依 赖 于 相似 三 角形 的 概念 ， 要 全 面 展 开 这 个 
概念 还 需要 大 量 的 基础 工作 。 直 到 《几何 原本 》 第 五 卷 时 欧 几 里 得 才 引 
入 相似 的 概念 ， 所 以 在 此 之 前 它 不 可 能 包含 一 个 “ 沃 利 斯 类 型 > 的 证 明 。 
事实 上 ， 他 在 第 一 卷 的 末尾 就 给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 。 从 这 个 角 
度 上 讲 ， 欧 几 里 得 的 证 明 比 沃 利 斯 的 证 明 短 ， 离 公设 更 近 。 一 个 证 明 的 
长 短 的 真正 度量 不 仅 要 计 入 推理 本 身 所 含有 的 行 数 ， 还 要 计 入 在 此 之 前 
所 需 的 数学 的 行 数 。 

还 需 注意 的 是 ， 与 前 面 的 证 明 不 同 ， 这 个 证 明 不 是 用 面积 的 方法 处 
理 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 。 没 有 正方 形 的 分 割 和 组 合 。 取 而 代 之 的 是 ， 结 论 
i 
EIE, 

但 是 ， 这 个 相似 证 明 是 一 个 好 证 明 。 我 们 首先 回想 一 下 ， 如 果 一 个 
三 角形 的 三 个 角 等 于 男 外 一 个 三 角形 的 三 个 角 ;" 那 公 5 这 两 个 三 角形 相 
似 。 因 此 ， 相 似 是 有 造 讶 的 垂钓 人 的 完美 武器 。 通 俗 地 说 ， 相 似 三 角形 
是 形状 相同 但 大 小 不 必 相 同 的 三 角形 ， 因 此 一 个 三 角形 看 上 去 像 是 另 一 
个 三 角形 的 放大 。 显 然 ， 相 似 的 条 件 比 全 等 弱 ， 后 者 要 求 三 角形 有 相同 
的 形状 和 相同 的 大 小 。 在 图 H-5 中 ， 三 角形 ABC 和 三 角形 DEF 相似 ， 而 
三 角形 ABC 与 三 角形 GHIT 全 等 。 
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相似 三 角形 的 关键 特征 是 它们 的 对 应 边 成 比例 。 例 如 ， 在 图 H-5 
中 ， 如 果 边 AB 的 长 度 是 边 AC 的 长 度 的 三 分 之 二 ， 那 么 边 DE 的 长 度 也 是 
边 DF 的 长 度 的 三 分 之 二 。 这 种 对 应 边 成 比例 的 性 质 六 是 我 们 所 说 的 “ 相 
同形 状 " 的 含义 。 
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图 H-6 


现在 ， 我 们 开始 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 相似 证 明 。 同 前 面 一 样 ， 设 ABC 
征 直 角 边 为 gq 和 b， 和 斜 边 为 c 的 直角 三 角形 ， 且 两 个 锐角 的 大 小 分 别 为 和 


p， 其 中 +B=90。 从 点 C 画 CD 垂直 于 AB， 如 图 H-6 所 示 , unc AD 


现在 ， 考 虑 AADC 的 角 。 其 中 有 一 个 角 的 大 小 为 a 有 一 个 是 直角 ; 
此 余下 的 角 芝 ACD 的 大 小 是 180°-q 一 90°=90°-a=B， 因 为 at+B=90°。 于 
是 ， 人 LADC 有 一 个 角 的 大 小 为 xu， 有 一 个 角 的 大 小 为 B， 有 一 个 是 直角 ， 
所 以 它 与 原来 的 三 角形 ABC 相似 。 同 样 ，ADCB 也 与 原来 的 三 角形 ABC 
FAL, IA ZDCB=ZACB—ZACD=90°. -B=a. RZ, TZCDILHA 
Se 由 AADC 和 ADCB， 它 们 较 小 ， 都 与 原来 的 三 角 
形 相似 。 

现在 ， 我 们 要 引用 相似 图 形 的 比例 。 在 三 角形 *ADC 和 °°ABC 中 ， 和 斜 
边 的 比例 等 于 较 长 的 直角 边 的 比例 ， 我 们 得 出 结论 














通过 交叉 相 乘 ， 从 上 面 的 结果 得 到 b*=cx。 
接 下 来 ， 利 用 *CDB 和 "ABC 的 相似 性 ， 以 及 显然 的 事实 


DB — AB- AD—c-a, 斜 边 的 比例 等 
于 较 短 的 直角 边 的 比例 ， 得 到 : 
CB/DB = AB/CB m —— = € 








20 SHA HE 4G Bl a^-c(c-x)-c*-cx 
最 后 ， 把 这 两 个 交叉 相 乘 的 结果 加 起 来 ， 并 化 简 得 到 
a^*b?-(c?-cx)* cx-c? 


毕 达 哥 拉 斯 定理 再 一 次 得 到 证 明 ， 简 短 而 且 很 可 爱 。 


加 菲尔德 的 棉 形 证 明 (1876) 


历届 美国 总 统 ， 无 论 他 们 在 其 他 领域 显示 了 什么 样 的 才能 ， 却 很 少 
因为 其 数学 能 力 而 知名 。 没 有 哪 位 专业 数学 家 曾经 被 选 入 白宫 ， 新 任 总 
统 们 无 视 天 文 数字 的 预算 赤字 ， 似 乎 连 加 法 都 无 法 正确 计算 。 

然而 ， 历 史上 确实 有 一 些 美 国 总 统 拥有 数学 才能 。 乔 治 , 华 盛 顿 束 
他 是 一 位 多 才 多 亏 的 土地 测量 员 ， 他 用 下 面 这 段 话 表示 对 数学 
JVA JBJ: 

数学 真理 的 研究 使 大 脑 习惯 于 接受 推理 的 方法 和 正确 性 ， 它 是 无 愧 
于 理性 的 独特 使 用 .……. 以 数学 和 哲学 证 明 为 高 级 基础 ， 我 们 能 够 不 知 不 
觉 地 导出 更 高 级 的 推断 和 卓越 的 思考 。B] 

n dM ee 在 和 和平 中 获胜 ， 在 数学 家 的 
心中 获胜 。 

亚伯拉罕 :林肯 也 是 一 位 强烈 的 数学 倡导 者 。 在 他 年 轻 学 习 法 律 
时 ， 亚 伯 拉 罕 就 认识 到 增强 他 的 推理 技巧 的 重要 性 ， 去 学 习 通过 合理 的 
逻辑 推理 进行 证 明 的 意义 。 正 如 后 来 他 在 自传 中 回忆 时 说 的 那样 : 

我 襄 ,，“ 林 肯 ， 如 果 你 不 能 明白 论证 的 意义 ， 那 么 你 就 不 会 成 为 律 
J^: 我 离开 了 斯 普 林 菲 尔 德 的 一 切 事 物 ， 回 到 父亲 的 家 中 ， 一 直 末 在 
那里 ， 直 到 我 能 给 出 手边 欧 几 里 得 的 六 本 书 中 的 所 有 命题 的 证 明 。 于 
是 ， 我 明白 了 “论证 ”的 含义 ， 然 后 回去 学 我 的 法 律 。 芍 
如 果林 肯 确 实 掌握 了 《几何 原本 》 卷 I-VI 中 173 个 命题 ， 这 是 个 不 小 的 
成 束 。 有 谁 会 指控 诚实 的 亚 伯 在 说 诉 呢 ? 

我 们 不 能 漏 掉 尤 利 西 斯 格兰特 (Ulysses S. GranD， 在 他 还 是 美国 西 
点 军校 的 学 员 并 梦想 在 此 取得 教师 的 席位 时 ， 曾 展示 了 这 样 的 数学 成 
就 。 后 来 他 回忆 他 年 轻 时 的 职业 目标 :“ 我 的 理想 是 通过 所 有 课程 ， 然 后 
脚踏实地 地 在 这 个 学 校 当 几 年 数学 副教授 ， 再 在 某 个 有 声望 的 学 院 取 得 
终身 数学 教授 的 职位 。%] 但 是 ， 当 时 格兰特 发 现 * 周 围 的 环境 总 是 事 与 
愿 违 "。 最 后 他 进入 了 白宫 而 不 是 象牙 塔 。 

尽管 有 这 样 的 成 束 ， 但 是 没有 哪 位 总 统 是 数学 家 。 因 此 ， 为 美国 总 
统 设置 的 数学 成 就 奖 就 时 无 巧 念 地 沙 到 了 俄亥俄 州 的 外 姆 斯 "加 菲尔德 
的 头 上 ，1876 年 他 发 表 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 原创 证 明 。 

1831 年 加 菲尔德 生 于 克利 夫 兰 市 附近 ， 在 他 的 少年 时 代 ， 他 除了 在 
学 校 学 习 之 外 ， 还 必须 做 一 些 零 工 来 文 持 他 的 春 妇 母 亲 。 年 轻 的 钼 姆 斯 
一 直 是 一 名 优秀 的 学 生 ， 他 在 进入 马 陕 诸 考 州 的 威廉 姆 斯 学 院 之 前 ， 先 
后 在 俄亥俄 州 的 西 储 中 学 和 和 希拉 姆 学 院 学 习 ，1856 年 他 从 威廉 姆 斯 学 院 





























毕业 。 拥 有 新 近 得 到 的 学 位 ， 加 菲尔德 回 到 希拉 姆 学 院 教 数学 ， 似 乎 预 
示 独 一 个 静 静 的 学 术 人 生 。 

但 是 ， 当 时 在 美国 没有 安静 的 日 子 ， 因 为 这 个 国家 已 站 在 内 战 一 触 
及 发 的 边缘 。 在 热情 高 涨 的 脱离 联邦 和 奴隶 制 的 论战 中 ，1859 年 广 姆 斯 
加 菲尔德 被 选 入 俄亥俄 州 参议 院 。 由 于 政治 上 的 激进 和 强烈 的 爱国 
心 ， 他 离开 了 学 校 ， 在 战争 爆发 的 1861 年 加 入 了 联邦 军队 。 有 趣 的 是 ， 
事实 证 明 这 位 数学 老师 是 一 位 好 士兵 。 加 菲尔德 普 级 很 快 ， 最 后 被 任命 
担任 约翰 * 罗 斯 元 兰 斯 将 军 的 参谋 长 。 

1863 年 ， 加 菲尔德 离开 美国 陆 车 来 到 了 美国 众议院 ， 接 下 来 的 17 年 
间作 为 共和 党 的 激进 派 下 决心 对 南方 实施 改革 。 正 是 在 这 段 时 间 里 ， 众 
议院 议员 加 菲尔德 “在 茶 些 数学 娱乐 以 及 与 其 他 数学 团体 的 讨论 过 程 ” 中 
发 现 了 他 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 ， 并 在 一 个 为 "教育 、 科 学 和 文学 ?而 
创办 的 《新 英格兰 教育 日 志 》 的 期 刊 上 发 表 了 这 一 证 明 。 

1880 年 ， 往 姆 斯 "加 菲尔德 获得 了 共和 党 的 总 统 提名 ， 而 且 在 那 年 
秋天 的 莞 选中 勉强 击败 了 男 一 名 内 战 英雄 ， 即 民主 和 沉 人 温 菲 尔 德 斯 科 
特 * 汉 考 元 。1881 年 3 月 他 任职 的 时 候 ， 我 们 的 数学 家 总 统 承 诡 改善 全 类 
的 教育 机 会 ， 因 为 “ 它 是 那些 活 独 为 了 使 其 后 代 接 受 教 育 并 通过 智 总 和 
美德 为 他 们 留 下 遗产 的 人 的 至 高 特权 和 神圣 职责 ”。 中 7 

但 是 这 句 承诺 束 是 他 任期 的 全 部 ， 在 任职 不 到 四 个 月 的 1881 年 7 月 2 
日 ， 正 当 他 在 华盛顿 搭乘 火车 时 ， 遭 到 一 位 因 谋 求 官职 而 心怀 不 满 的 人 
枪杀 。 尽 管 今天 的 医疗 技术 也 许可 以 挽救 加 菲尔德 的 生命 ， 但 是 这 次 枪 
C0 

















和 詹姆斯 "加 菲尔德 〈 称 伦 堡 学 院 图 书馆 惠 允 ) 


在 举国 严 伤 的 日 子 里 ,这 个 民族 把 很 多 城镇 、 街 道 、 学 校 和 孩子 部 
以 他 们 这 位 倒 下 的 领袖 的 名 字 命 名 。 在 克利 夫 兰 建 起 一 个 令 人 印象 深刻 
的 坟 荃 ， 有 数 以 千 计 的 游客 前 来 表达 他 们 的 导 敬 。 在 政治 上 ， 带 着 没有 
实现 的 最 伟大 的 梦想 终结 了 他 的 一 生 。 但 是 在 数学 上 ， 他 却 留 下 了 印 


Wo 

为 了 理解 加 菲尔德 的 证 明 ， 需 要 两 个 必要 的 预备 知识 。 其 一 是 著名 
的 角 - 边 - 角 全 等 法 则 ， 或 者 ASA， 它 说 的 是 ， 如 果 一 个 三 角形 的 两 个 角 
以 及 这 两 个 角 所 夹 的 边 分 别 等 于 男 一 个 三 角形 的 两 个 角 和 这 两 个 角 所 夹 
的 边 ， 那 么 这 两 个 三 角形 相等 。 其 二 是 梯形 的 面积 公式 。 当 然 ， 所 谓 榜 
形 ， 就 是 有 一 组 对 边 平 行 的 四 边 形 。 求 它 的 面积 也 不 难 ， 因 为 一 条 对 角 




















线 把 这 个 梯形 分 成 有 相同 高 度 的 一 对 三 角形 。 

因此 ， 在 图 H-7 中 我 们 有 梯形 ACDE， 两 条 边 AC 和 DE 相互 平行 且 它 
们 的 长 度 分 别 为 bj 和 b，， 高 为 h， 它 是 这 两 条 平行 边 之 间 的 垂直 距离 。 
对 角 线 CE 把 这 个 图 形 分 成 两 个 三 角形 ， 于 是 有 


面积 (梯形 ) = MR (AACE) 十 面积 (人 CED) 





1 1 1 
E boh, = —h(bi + b: 
51h bah 2 ( 1 2) 


换 名 话说， 梯形 面积 是 它 的 高 与 它 的 底 之 和 的 积 的 一 半 。 

现在 我 们 考虑 加 菲尔德 的 证 明 〈 在 图 H-8 的 示意 图 中 ， 我 们 改变 了 
方 回 并 重新 标号 ) 。 如 往常 一 样 ， 从 直角 三 角形 ABC 开始 ， 角 C 为 直 
角 ， 直 角 边 是 ac 和 b， 斜 边 是 c。 从 B 点 作 BE 年 直 于 AB， 且 BE 的 长 度 为 c， 
2a mun Rap DAE3EZE SX) cB EKR. m 
H » HAE 。 

跟随 加 菲尔德 ， 我 们 看 一 下 这 些 图 形 的 结果 。 首 先 ， 因 为 a 
+B=90。。， 显 然 有 











Z DBE=180°- Z ABE- Z CBA=180°-90°-B=90°-B=a. 


因为 和 <DBE=a 且 人 BDE 是 直角 ， 因 此 有 人 BED=B。 因 此 ， 根 据 ASA 全 等 
法 则 ，ABED 和 AABC 全 等 ， 其 中 相等 的 边 是 BE 和 AB。 从 全 等 关系 ， 我 





们 得 出 对 应 边 是 相等 的 ， BD =AC=b K DE= 


DC md 








A 
b, b. 
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C NE 
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Kl H-7 
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图 H-8 


进一步 ， 四 边 形 ACDE 古 梯形 ， 因 为 它 的 对 边 AC 和 DE 相互 平行 ， 
且 它 们 垂直 于 CD。 因 此 ， 加 菲尔德 要 做 的 事情 就 变 得 显而易见 了 ， 我 
们 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 求 梯形 ACDE 的 面积 。 根 据 上 面 给 出 的 梯形 面 
AAT, PA AE 
面积 (梯形 4CDE) = >A(b +b) = (b+ a)(b + a) 


因为 平行 的 底 边 长 度 分 别 是 锯 = AC = b, b = DE = a, xii 














nh mummmma^-CD-BD-t-BC-bca 
另 一 方面 ， 梯 形 ACDE 的 面积 是 组 成 它 的 三 个 直角 三 角形 的 面积 





All: 
面积 (梯形 ACDE)= 面 积 (AACB)+ 面 积 (AABE)+ 面 积 (ABDE) 
Lk b EE d b ls 
='5¢ + 5¢ +54 = ab-- Se 





最 后 ， 把 梯形 面积 的 这 两 个 表达 式 等 同 起 来 ， 并 做 一 些 代 数 处 理 : 


ho d ; 
z + a)(b +à) = ab 4 sc . zW + 2ab + a*) = ab 4 le 


把 上 式 两 边 乘 2， 我 们 得 到 1+2ab+a2=2ab+c2， 消 掉 2ab 就 得 到 想 要 的 结 
HR. 


P ae 
加 菲尔德 的 证 明 的 确 非常 巧妙 。 在 这 里 我 们 再 一 次 看 到 从 不 同 视点 
看 整个 梯形 面积 所 带 来 的 好 处 。 正 如 《新 英格兰 教育 日 志 》 的 这 篇 文章 
的 作者 幽默 地 评论 的 那样 : “我 们 党 得 它 有 点 像 两 个 议院 的 成 员 能 够 坚 
无 党 派 差异 地 统一 起 来 。”| 


D' B' C" 





然而 ， 加 菲尔德 的 图 示 也 有 一 些 眼熟 的 东西 。 读 者 也 许 注意 到 ， 如 
果 我 们 以 线段 AE 为 轴 做 加 菲尔德 图 示 的 镜像 来 把 这 个 图 放大 ， 我 们 就 
发 现 我 们 注视 的 正 是 中 国人 的 证 明 中 的 弦 图 (参见 图 H-9)。 加 菲尔德 偶 
然 发 现 了 这 个 古代 证 明 的 一 个 变形 。 

到 此 ， 我 们 给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 三 种 证 明 ，《〈 我 们 希望 ) 这 足 
以 使 甚至 最 硕 固 的 怀疑 者 都 相信 它 。 当 然 ， 你 也 许 怀疑 用 不 同方 式 证 明 
同一 个 结果 的 必要 性 。 这 些 和 额外 的 证 明 不 是 多 余 吗 ? 

从 实际 的 意义 上 看 ， 它 们 是 多 余 的 。 多 次 证 实 同一 个 定理 没有 逻辑 
必要 性 。 但 是 重复 揭示 同一 个 主题 有 一 种 美学 上 的 动力 。 正 像 不 应 该 因 
为 有 人 曾经 写 过 一 首 情 歌 而 阻止 其 他 歌曲 作者 做 同样 的 事情 一 样 ， 因 为 
曲调 变 了 ， 歌 词 也 修改 了 ， 而 且 节 奏 也 调整 了 。 同 样 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 
的 这 些 证 明 揭 示 了 不 同 的 数学 曲调 和 市 秦 ， 并 不 会 因为 它们 描述 的 是 一 
个 老话 题 而 失去 美感 。 

也 许 应 该 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 逆 命 题 说 儿 句 话 。 逆 命题 是 一 个 有 精 
确 含义 的 逻辑 术语 。 如 采 我 们 开始 的 陈述 是 , “MRA, WAB”, KK 
条 件 和 结论 后 ， 我 们 得 到 一 个 相关 的 命题 , “WRB, AAA ”。 后 面 这 
个 命题 是 原来 命题 的 逆 合 题 ， 原 来 的 假设 变 成 赣 命 题 的 结论 ， 反 之 刘 


稍 加 思索 后 就 会 明白 一 个 命题 可 以 为 真 ， 它 的 逆 命 题 也 同样 可 以 为 
真 。 例 如 ， 这 样 的 一 个 陈述 , “如 果 一 个 三 角形 三 条 边 相 等 ， 那 么 它 的 
三 个 角 也 相等 >， 它 的 逆 命 题 是 “如 果 一 个 三 角形 的 三 个 角 相 等 ， 那 么 它 
的 三 条 边 也 相等 ">， 显 然 这 二 者 都 是 成 立 的 几何 定理 。 

另 一 方面 ， 一 个 命题 可 能 是 真 的 ， 但 是 它 的 逆 命 题 却 是 假 的 。 命 
题 “ 如 果 雷 克 斯 是 一 条 狗 ， 那 么 雷 克 斯 是 一 个 哺乳 动物 ”是 成 立 的 ， 正 如 
所 有 动物 学 家 都 认可 的 那样 。 但 是 ， 它 的 道 命题“ 如果 雷 克 斯 是 一 个 哺 
0 E 
那样 。 

毕 达 哥 拉 斯 定理 的 逆 命 题 是 : 

如 果 c2=a2+b2， 那 么 AABC 是 直角 三 角形 。 
这 个 逆 命 题 是 成 立 的 ， 欧 几 里 得 已 经 在 《几何 原本 》 第 一 卷 作为 最 后 一 
个 命题 给 出 了 证 明 。 他 的 证 明 是 希腊 几何 如 此 辉煌 的 另 一 个 例子 。 它 确 
下] 一 小三 角形 是 直 骨 三 角形 当 且 仪 当 冬 边 上 的 正方 形 古 其 他 两 个 边 上 上 
的 正方 形 之 和 。 这 给 出 了 直角 三 角形 的 一 个 完备 的 特性 ， 几 何 学 家 再 没 
有 发 挥 的 余地 了 。 

我 们 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 讨论 就 要 结束 了 “我们 强调 ， 有 强烈 好 奇 
心 的 人 可 以 去 卢 米 斯 的 书 中 找到 另外 364 个 证 明 ) 。 然 而 这 如 同 潮水 般 
的 大 量 的 不 同 证 明 也 无 法 淹没 这 个 伟大 定理 的 重要 性 。 因 为 ， 尽 管 人 们 



































反复 地 证 明 它 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 总 是 保持 着 它 的 优美 ， 它 的 清新 ， 还 有 
它 屠 种 永恒 不 灭 的 神秘 感 。 
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等 周 问题 


circle = max 





soperimetric 
Problem 


根据 古典 神话 ， 迦 太 基 女王 狄 多 的 杀人 犯 弟弟 色 格 马 利 翁 是 泰 尔 看 
王 ， 这 位 女王 逃离 了 她 的 家 乡 ， 在 随从 的 陪同 下 航海 到 了 地 中 海 ， 并 在 


JEMIE Si Æ GRIFE) P, TAER]: 

他 们 在 这 里 买 了 土地 ， 并 把 它 叫 做 毕 尔 萨 山 ， 

这 个 词 的 意思 是 公牛 皮 ; 他 们 只 是 买 了 

一 张 公牛 皮 能 覆盖 的 土地 。 妆 
也 就 是 说 ， 狄 多 为 建造 新 城 而 要 求 得 到 的 土地 被 局 限 在 用 一 张 公 牛皮 所 
能 围 起 来 的 一 块 区 域 。 

狄 多 非常 隐 明 ， 她 首先 把 这 张 牛 皮 勇 成 许多 长 而 罕 的 带子 。 甚 全 更 
聪明 地 ， 她 把 这 些 生 牛 皮带 弄 成 一 个 大 大 的 半圆 形状 ， 它 的 直径 有 整个 
海岸 那么 长 。 在 这 样 大 的 区 域 上 建造 起 加 太 基 城 。 

在 这 个 虚 弥 的 故事 中 出 现 了 两 个 完全 是 现实 现象 的 神话 式 源头 。 其 
一 是 迦 太 基 的 创建 ， 这 是 威风 闽 闵 地 操纵 着 整个 地 中 海地 区 的 一 个 城 
邦 ， 在 公元 前 264 年 到 公元 前 146 年 之 间 ， 与 同样 强大 的 罗马 发 生 了 三 次 
迦 太 基 战 争 ， 在 同意 大 利 发 起 的 一 次 几乎 不 可 能 的 侧 性 攻击 中 ， 汉 尼 拔 
的 大 象 翻 越 了 阿尔 插 斯 山 ， 为 军事 史学 家 提供 了 系 材 。 治 突尼斯 海量 的 
众多 遗迹 是 迦 太 基 城 保留 到 今天 的 所 有 东西 ， 这 是 它 的 敌人 罗马 给 它 融 
来 的 灾难 的 见证 。 

而 狄 多 的 故事 还 提供 了 一 个 著名 的 数学 问题 的 神秘 源头 。 如 何 配置 
EDEK CHE BUS) 使 得 沿海 恒 围 出 的 面积 最 大 ? AK Do ERU n] VÀ 
完成 这 样 的 工作 ， 因 而 给 我 们 遗留 下 有 时 称 为 狄 多 问题 的 问题 。 

当然 ， 数 学 家 不 愿意 把 结果 归结 于 神秘 的 生物 ， 而 且 他 们 也 不 喜欢 
需要 公牛 上 及 的 问题 。 所 以 ,今天 习惯 于 把 这 个 问题 称 为 等 周 问题 
(isoperimetric, iso=same, perimetric=boundary), 其 形式 陈述 如 下 : 

在 有 相同 周 长 的 所 有 曲线 中 ， 确 定 能 围 出 最 大 面积 的 一 条 曲线 。 这 
是 一 个 绝妙 的 挑战 。 它 给 希腊 几何 学 家 市 来 了 一 场 严 峻 的 考验 ， 并 在 
2000 年 后 再 次 浮 出 水 面 ， 考 验 了 微 积 分 这 一 新 兴学 科 。 

用 相同 的 周 长 围 出 不 同 的 面积 似乎 有 点 殉 雇 。 普 罗 死 洛斯 观察 到 他 
的 很 多 同时 代 人 对 此 知之 其 少 。 我 们 已 经 在 第 G 章 遇 到 过 这 个 人 ， 他 反 
驳 伊 壁 鸠 鲁 学 派 的 嘲笑 而 替 欧 几 里 得 辩护 。 普 罗 克 洛斯 说 ， 他 们 认为 图 
形 的 周 长 越 大 ， 围 在 里 面 的 面积 就 越 大 。 当 然 ， 有 时 候 这 是 正确 的 ， 图 
I-1 中 的 两 个 正方 形 : 左边 的 正方 形 的 周 长 是 4， 面 积 是 1， 而 右边 的 正方 
形 有 更 大 的 周 长 〈12) ， 且 有 更 大 的 面积 © 。 
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图 I1 


但 是 ， 正 如 普罗 元 洛斯 观察 的 那样 ， 这 样 的 关系 不 是 必然 的 。 图 I-2 
中 左边 的 四 边 形 由 相 邻 的 两 个 边 长 为 3-4-5 的 直角 三 角形 构成 ， 其 中 每 一 
个 直角 三 角形 的 面积 是 1/2bh=1/2(4x3)=6。 它 的 周 长 是 18， 而 面积 是 
6+6=12。 右 边 的 正方 形 有 更 小 的 周 长 (16), 但 是 却 有 更 大 的 面积 (16)。 


4 
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4 4 
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图 1-2 


DUE, DO TA BCE BEBO ISR ECA, RT EI AR D 
出 根据 围墙 的 长 度 计算 城市 的 大 小 的 地 理学 家 ?时 已 经 清楚 地 解释 了 这 
一 点 ， 还 有 ， 当 他 描述 那些 肆 无 忌 习 的 土地 投机 商 把 有 更 大 周 长 〈 但 有 
更 小 的 面积 ) 与 有 更 小 周 长 〈 但 有 更 大 面积 ) 的 土地 交换 ， 却 “ 因 非 常 
诚实 而 赢得 了 声望 * 的 时 候 ， 也 清楚 地 解释 了 这 一 点 。 外 

增 大 一 个 图 形 的 周 长 不 一 定 能 增 大 其 内 部 的 面积 。 但 是 ， 如 果 有 一 
个 固定 的 周 长 时 ， 我 们 如 何 知 道 它 所 围 起 来 的 面积 是 多 少 呢 ? 

为 了 使 这 个 问题 具体 化 ， 想 象 我 们 有 一 条 指定 长 度 的 绳子 ， 比 如 说 
征 600 英 乒 ， 我 们 希望 用 茶 种 方法 用 它 围 出 一 个 图 形 使 其 面积 最 大 。 显 




















然 ， 捍 置 这 条 绳子 可 以 围 出 很 多 不 同 的 面积 。 一 个 尺度 为 1x299 的 长 而 
窄 的 息 形 的 周 长 是 600 英 尺 ， 而 面积 为 299 平 方 英尺 ， 而 稍 胖 点 的 尺度 为 
100x200 的 矩形 同样 有 600 英 尺 的 周 长 ， 而 此 时 围 成 了 更 大 的 面积 ， 即 
20000 平 方 英尺 (参看 图 I-3) 。 
在 所 有 有 相同 周 长 的 矩形 中 ， 围 成 面积 最 大 者 是 正方 形 。 利 用 第 D 
章 的 微分 学 的 取 极 大 值 的 技巧 可 以 很 容易 证 明 这 个 结论 ， 但 在 此 我 们 要 
给 出 一 个 更 初等 的 推理 。 
假设 我 们 有 固定 周 长 ， 根 据 这 个 周 长 我 们 作 一 个 边 长 为 x 的 正方 
形 ， 如 图 I-4 所 示 ， 它 围 成 的 面积 显然 是 x**。 如 果 我 们 通过 把 水 平 边 加 长 
到 x+a 从 而 把 这 个 正方 形变 成 矩形 ， 我 们 必须 同时 把 垂直 边 减 少 到 x-a， 
才能 保证 这 个 周 长 不 变 。 因 此 ， 这 个 矩形 的 面积 将 是 
(x+a)(x-a)=x?-a? 
这 个 值 显然 小 于 x*。 换 句 话 说 ， 一 个 有 固定 周 长 的 非 正方 形 的 矩形 所 围 
成 的 面积 比 有 相同 周 长 的 正方 形 所 围 成 的 面积 少 o“。 
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图 r3 


ME = (r+ a)(z— a) r—a 





大 约 公 元 前 200 年 ， 希 腊 数 学 家 芝 诺 多 罗斯 (Zenodorus) 利 用 纯 几 何 
思想 证 明了 这 个 原理 。 他 的 原创 著作 都 没有 保存 下 来 ， 所 以 我 们 对 他 的 
了 解 都 是 通过 其 他 作者 对 他 的 引用 所 获得 的 。 后 来 的 这 些 评论 家 记录 
到 ， 芝 话 多 罗斯 写 了 一 访 《 论 等 周 图 形 》 的 论文 ， 在 这 篇 论文 中 出 现 了 
很 多 重要 的 结果 。 

例如 ， 芝 话 多 罗斯 证 明 ， 在 有 相同 边 数 的 多 边 形 (如 第 C 章 介绍 的 
那样 ， 当 中 ， 正 多 边 形 围 起 来 的 面积 最 大 。 中 因此 ， 等 边 三 角形 围 起 来 
的 面积 比 与 其 有 相同 周 长 的 任何 其 他 三 角形 围 起 来 的 面积 大 ， 正 方形 的 
面积 比 与 其 有 相同 周 长 的 其 他 四 边 形 的 面积 都 大 。 这 个 一 般 定理 的 证 明 
却 不 是 很 简单 。 

但 是 ， 等 周 的 挑战 不 只 局 限于 三 角形 和 窃 形 。 事 实 上 ， 如 果 我 们 把 
600 英 尺 长 的 绳子 弯 成 一 个 正六 边 形 ， 每 一 条 边 是 100 英 尺 长 ， 它 的 面积 
甚至 比 正 方形 的 面积 还 大 《参见 图 I-5)。 这 个 事实 的 证 明 如 下 。 
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图 I-5 


WOJEXLE 71005 RFIEZNG2UE BU rots, he AO pi XAK 
的 边 所 作 的 垂 线 的 长 度 〈 正 如 我 们 在 第 C 章 中 提 到 的 那样 ，jh 称 为 这 个 正 
多 边 形 的 边 心 距 ) 。 初 等 几何 显示 ， 边 心 距 垂 直 且 平分 边 AB， 使 得 


AD = 50, OA -OB - AB = 100 y. y4 


角 三 角形 ODA 应 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 们 看 到 100?=502+h*， 所 以 
h = 100? — 50? = V7 500 (英尺 ) 
因此 AOAB 的 面积 是 


l l EE F 
5bh = = x 100 x V7 500 = 50/7 500 (平方 英尺 ) 


因此 整个 正六 边 形 的 面积 是 这 个 面积 的 六 倍 ， 即 


周 长 的 正方 形 的 面积 20 000777; ER 

然而 ， 如 果 我 们 的 600 英 尺 长 的 绳子 被 重新 变形 为 一 个 正八 边 形 
(每 一 条 边 长 是 75 英 尺 ) ， 它 围 起 来 的 面积 是 27 159.90 平 方 英 尺 ; 一 个 
正 十 二 边 形 〈 每 条 边 有 50 英 尺 长 ) 围 起 来 的 面积 是 27 —990.389?P7; X K 
(参见 图 I-6) 。 

这 一 连 串 的 例子 显示 ， 如 果 周 长 不 变 但 正 多 边 形 的 边 数 增加 ， 那 么 
人 据 后 来 的 评论 家 说 ， 芝 诺 多 罗斯 把 这 个 原理 
陈述 为 : 








有 相同 周 长 的 所 有 下 线 图 形 中 
AG LUE Hie fW EE. M 
他 对 此 给 出 了 一 个 证 明 。 

此 刻 请 允许 我 们 一 下 子 跳 到 几 个 世纪 之 后 的 后 古典 时 期 的 数学 家 帕 
普 斯 ， 他 活跃 于 公元 300 年 左右 。 幅 普 斯 写 了 一 篇 论文 ， 描述 了 学 诺 多 
罗斯 的 工作 并 给 出 了 前 面 的 等 周 原理 的 一 个 例子 。 非 常 奇 怪 ， 当 帕 普 斯 
突然 中 断 他 的 学 术 研 究 转 而 去 研究 蜜蜂 的 数学 才能 时 ， 他 显然 格外 总 重 
昆虫 。 在 一 个 也 许 是 至 此 最 拟人 化 的 插 述 中 ， 幅 普 斯 主张 蜜蜂 “相信 它 
们 目 己 无 颖 是 受 上 各 的 委托 把 一 份 美食 从 上 禹 那里 融 给 更 文明 的 人 


我 意 指 等 边 和 等 角 的 图 形 
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类 ”。 上 刁 因 此 暗示 蜜蜂 主要 是 为 人 类 的 消费 而 制造 蜂 密 ， 帕 普 斯 提示 到 
它们 很 自然 地 想 要 把 蜂蜜 储存 起 来 不 要 浪费 ， 做 法 就 是 把 它 存 入 到 设置 
好 的 间 室 里 ， 使 得 “不 会 有 其 他 东西 沙 入 这 些小 洞 的 缝隙 之 中 ”而 因此 变 
质 。 换 句 话说 ， 必 须 在 蜂 房 中 构造 没有 缝隙 的 巢 室 。 

假设 蜂 房 被 造成 全 等 的 正 多 边 形 (我 们 也 许 和 帕 普 斯 一 样 ， 相 信 密 
蜂 有 这 样 的 要 求 )， 我 们 要 证 明 下 面 的 命题 。 命 题 只 有 三 种 方法 分 配 有 
共同 顶点 的 全 等 正 多 边 形 而 没有 “ 颖 际 。” 证 明 作 为 证 明 这 个 推 凯 的 第 一 
Freee 0 0 UU 

幸运 的 是 ， 这 个 问题 不 难 。 假 设 我 们 有 一 个 正 n 边 形 ， 它 的 每 个 角 
的 大 小 为 a。 (当然 ，n>3， 因 为 多 边 形 不 能 有 两 条 或 更 少 的 边 。) WE 
的 中 心 O 开 始 ， 我 们 画 到 顶点 的 线 ， 如 图 I-7 所 示 ， 这 样 把 这 个 正 多 边 形 
分 成 n 个 全 等 的 三 角形 。 现 在 这 个 技巧 是 要 用 两 种 不 同 的 方法 计算 这 些 
三 角形 的 角度 总 和 。 














图 r7 


一 方面 ， 因 为 有 mn 个 三 角形 ， 每 一 个 都 是 180"， 这 个 正 多 边 形 内 的 
三 角形 的 角 的 总 度数 是 nx180°%。 为 一 方面 ， 再 看 一 下 这 n 个 三 角形 的 角 
的 总 上 度数。 它们 的 顶点 都 是 点 DO， 所 以 它们 的 顶 角 总 度数 束 是 围 纸 这 个 


点 0 旋转 一 圈 得 到 的 总 度数 ， 即 360*。 同 样 ， 它 们 底 角 总 数 是 2n 个 ， 
一 个 的 度数 是 /2。 因 此 ， 组 成 这 个 多 边 形 的 这 些 三 角形 的 角 的 总 度数 
是 360*+2mn(o/2)=360?+na。 令 表示 这 些 三 角形 的 角 的 总 度数 的 两 个 不 同 
表达 式 相 等 ， 求 得 a: 


360° + na =n x 180° 





na =n x 180° — 360° 
n x 180° — 360° : 360* 
MT w 805 —— 
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这 个 公式 给 出 了 正 n 边 形 每 个 内 角 的 度数 。 
我 们 对 香干 特定 情况 运用 这 个 公式 。 如 果 n=3， 这 个 正三 角形 《〈 即 
等 边 三 角形 ) 的 每 个 内 角 是 
360° 


a = 180° — S m 180° — 120° = 60° 


正如 我 们 所 知道 的 那样 。 正 方形 (n4) 的 每 一 个 角 的 度数 是 
180°-360°/4=180°-90°=90°, #:—-* HAR; 正 五 边 形 (n=5) 的 每 个 内 角 
的 度数 是 180°-360%/5=180°-72°=108?: 正 六 边 形 (n=6) 的 每 个 角 的 度数 
是 180°-360°/6=120°。 

好 了 。 现 在 接着 考虑 我 们 的 命题 ， 我 们 尝试 去 分 配 有 共同 顶点 的 正 
多 边 形 使 得 不 留 下 空间 。 地 板 砖 的 布局 就 属于 这 种 布局 ， 它 们 完美 地 放 
置 在 一 起 ， 这 样 溢出 的 牛奶 就 不 能 从 地 板 流 下 去 。 








o _ 360° 


图 1-8 


在 正 多 边 形 之 间 没 有 缝 辽 这 一 要 求 之 下 ， 我 们 必须 确定 每 个 顶点 处 
有 多 少 个 正 多 边 形 相遇 。 因 此 ， 我 们 设 Kk 是 在 某 个 顶点 处 相遇 的 全 等 的 
正 多 边 形 的 数量 ， 如 图 I-8 所 示 。 显 然 佐 3, 因为 我 们 不 可 能 有 两 个 或 更 少 
的 正 多 边 形 在 某 个 顶点 相遇 。 

用 mn 表示 每 个 正 多 边 形 的 边 数 。 我 们 刚才 已 经 确定 每 个 多 边 形 的 角 
的 大 小 是 180?-360*/n， 因 为 它们 中 有 K 个 在 某 个 点 相遇 ， 所 以 我 们 看 到 
在 这 个 顶点 处 的 角 的 总 度数 是 Kx (180°-360°/n) 。 但 是 在 每 个 顶点 处 的 
角 的 总 度数 还 等 于 360"。 令 这 两 个 表达 式 相 等 ， 得 


360° 
360° = k x (180° - | 


TL 





把 上 面 的 等 式 两 边 同时 除 以 360*， 得 


1 1 
l=k{--- 
à n 


最 后 ， 因 为 我 们 知道 kz3， 我 们 可 以 生成 下 面 这 个 重要 的 不 等 式 : 


因此 


交叉 相 乘 得 到 3x2>nx1， 或 者 化 简 得 mn<6。 

上 面 这 个 不 等 式 限定 了 在 某 个 共同 顶点 处 分 布 的 正 多 边 形 的 种 类 ， 
因为 它 显示 了 每 个 多 边 形 必须 有 六 条 或 更 少 的 边 。 下 面 我 们 分 别 研 究 一 
下 可 能 的 情况 ， 示 意图 如 图 I-9 所 示 。 











图 1-9 


a. 如 果 n=3, 那 么 每 个 多 边 形 都 是 等 边 三 角形 ,每 个 内 角 都 是 60*。 于 
是 我 们 可 以 把 360%/60°=6 个 等 边 三 角形 放置 在 每 个 顶点 处 而 使 它们 之 间 
没有 缝隙 。 因 此 ,对 于 地 砖 或 者 蜂 房 来 说 这 是 一 个 可 能 的 布局 。 

b. 如 果 n=4， 每 个 多 边 形 是 每 个 内 角 都 为 90" 的 正方 形 。 我 们 能 够 
很 清楚 地 把 360"/90"=4 个 正方 形 聚 集 到 每 个 项 点 处 。 再 次 ， 蜜 蜂 和 铺设 
工 要 注意 啦 。 

c. 如 果 n=5, 我 们 看 到 此 时 正 多 边 形 的 每 个 角 是 108*。 但 是 108° 不 能 
整除 360°, 因 为 360%/108°=31/3。 因 此 在 某 个 点 处 正 五 边 形 不 能 充满 整个 
空间 而 不 留 下 颖 阶 。 必 须 丢 弃 这 种 情况 。 

d. 如 果 n=6, 我 们 得 到 一 个 正六 边 形 。 每 个 内 角 是 120°, 所 以 我 们 可 
以 在 每 个 顶点 处 分 布 360°%/120°=3 个 正六 边 形 。 

因为 3<n<6， 不 存在 其 他 可 能 情况 。 因 此 ， 如 上 面 所 说 明 的 那样 ， 
能 够 不 留 空隙 的 全 等 正 多 边 形 的 分 布 的 方法 就 是 六 个 等 边 三 角形 、 四 个 
正方 形 ， 或 者 三 个 正六 边 形 。 

哈哈 ! 这 个 证 明 是 帕 普 斯 的 蜜蜂 相当 了 不 起 的 成 就 ， 它 也 许 令 它 们 
的 小 触角 颤抖 好 几 个 星期 。 但 是 ， 展 示 如 此 高 超 的 数学 敏锐 后 ， 这 些小 
虫子 要 面 对 最 后 一 个 问题 : 这 三 个 可 能 的 分 布 方案 中 哪 一 个 做 它们 的 蜂 
房 最 好 呢 ? 

最 后 ， 它 们 展示 了 自己 对 等 周 原理 的 深刻 理解 : 在 有 相同 数量 的 蜂 
房 〈 周 长 相同 ) 的 条 件 下 ， 为 了 储存 最 多 的 蜂蜜 〈( 即 有 一 个 最 大 的 横 切 
面积 ) ， 它 们 选择 了 边 数 最 多 的 正 多 边 形 ， 即 正六 边 形 ! 点 无 疑问 ， 正 
如 所 有 昆虫 学 家 所 肯定 的 那样 ， 蜜 蜂 的 确 做 的 是 六 边 形 的 蜂 房 。 帕 普 斯 
写 道 :“ 密 蜂 的 确 知 道 正 六 边 形 比 正方 形 和 三 角形 都 大 ， 这 个 对 它们 有 
用 ， 因 此 ， 在 构造 每 个 蜂 房 付 出 相同 材料 的 情况 下 ， 正 六 边 形 能 够 储存 
最 多 的 蜂 密 。?26 帕 善 斯 把 这 一 成 就 归 因 于 蜜蜂 的 数学 智能 ， 这 也 许 已 
超出 了 大 多 数 现代 大 学 的 毕业 要 求 。 在 他 看 来 ， 蜜 蜂 是 微型 的 几何 学 
家 ， 他 也 许 和 它们 的 见解 完全 一 致 。 

芝 诺 多 罗斯 的 等 周 原理 ， 即 对 于 固定 的 周 长 ， 正 多 边 形 的 边 数 越 























多 ， 则 围 出 的 面积 越 大 ， 和 直接 导致 一 个 着 名 的 推论 : 随 着 正 多 边 形 边 数 
增加 而 得 到 的 极限 图 形 ， 即 贺 ， 所 围 出 的 面积 大 于 任何 有 相同 周 长 的 正 
多 边 形 围 出 的 面积 。 据 说 这 个 推论 是 乏 话 多 罗斯 证 明 的 。 





C=600 


图 1-10 


关于 这 个 结论 希腊 有 更 令 人 惊讶 的 事情 。 回 想 一 下 ， 甚 至 在 欧 几 里 
得 之 前 ,希腊 人 就 已 经 把 直线 和 圆 作为 两 个 不 可 缺少 的 几何 图 形 ， 这 是 
两 个 利用 几何 工具 可 以 构造 出 来 的 图 形 。 当 然 ， 直 线 是 两 点 之 间 的 最 短 
距离 。 芝 诡 多 罗斯 证 明了 圆 是 最 大 面积 围绕 者 。 由 欧 几 里 得 的 圆规 扫 出 
的 这 个 图 形 在 给 定 周 长 的 情况 下 围 出 的 面积 最 大 。 这 难道 不 是 希腊 人 如 
此 赞叹 这 一 理想 图 形 的 更 深层 明示 吗 ? 

为 了 说 明 等 周 原理 ， 我 们 再 返回 到 我 们 的 600 英 尺 长 的 绳子 ， 把 它 
区 曲 成 如 图 1-10 所 示 的 圆 。 因 为 圆周 长 是 2rr， 我 们 知道 600=2rr， 这 表 
明 r=600/(2m。 正 如 第 C 章 中 所 说 明 的 那样 ， 圆 面积 A=rr“， 所 以 这 个 圆 
的 面积 等 于 
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这 个 面积 甚至 大 于 上 面 所 考虑 的 正 十 二 边 形 。 正 如 世 诺 多 罗斯 所 说 的 屠 
样 ， 圆 比 任何 有 相同 周 长 的 正 多 按 形 天 。 
那么 ， 为 什么 狄 多 把 她 的 牛皮 带 者 成 一 个 半圆 形 呢 ? 答案 是 她 利用 


/ 600) —" — 
A x | 5x ) 28 647.89( 平 方 英 尺 ) 








海 尾 线 作为 她 的 财产 的 一 个 边界 ， 因 此 无 需 额外 的 牛皮 构造 出 男 外 一 部 
分 。 在 这 样 的 条 件 下 ， 半 圆 的 确 是 最 好 的 选择 。 如 果 迦 太 基 城 没 有 治 海 
构建 ， 而 是 在 内 陆 ， 比 如 说 在 堪 酝 斯 的 什么 地 方 ， 那 么 狄 多 肯定 会 把 她 
SU P^ Fel CE ERE AY 

但 是 甚至 这 些 著名 的 定理 也 不 能 完全 解决 等 周 问题 ， 因 为 我 们 完全 
有 可 能 不 用 正 多 边 形 超过 圆 的 面积 〈 这 是 芝 诺 多 罗斯 考虑 的 ) ， 而 是 利 
用 抛物 线 、 椭 圆 或 者 其 他 非 正则 曲线 (这 个 是 芝 诺 多 罗斯 没有 考虑 到 
的 ) 。 因 为 这 涉及 曲线 的 一 般 性 ， 最 终 的 解决 方法 不 是 由 希腊 数学 家 完 
成 的 。 正 如 在 第 B 章 中 所 提 到 的 那样 ， 约 殉 * 伯 努 利和 雅 各 布 * 伯 努 利 开 
始 了 他 们 一 如 既往 的 争论 ， 并 帮助 他 们 创立 了 现在 称 为 变 分 学 的 一 个 奇 
妙 的 数学 分 文 ， 到 此 等 周 问题 才 得 以 圆满 解决 。 

但 是 ， 甚 至 对 于 这 更 一 般 的 等 周 问题 ， 事 实证 明 这 个 古老 的 答案 仍 
然 是 一 个 正确 的 答案 。 在 有 固定 周 长 的 所 有 曲线 当中 ， 如 多 边 形 、 椭 圆 
和 抛物 线 等 ， 圆 围 出 的 面积 最 大 。 这 是 一 个 令 人 恢 奇 的 性 质 。 

历经 几 个 世纪 ， 还 有 少数 几 个 重要 问题 仍然 引起 数学 家 们 的 兴趣 ， 
仍然 令 数学 家 们 感到 知 恼 。 例 如 ， 第 A 章 的 梅森 数 的 性 质 仍 然 是 一 个 未 
解 问题 。 正 如 我 们 将 在 第 T 章 看 到 的 那样 ， 其 他 一 些 问 题 ， 像 用 圆规 和 
直 尺 三 等 分 角 等 ， 经 过 了 几 个 世纪 的 努力 才 得 以 解决 。 等 周 问题 也 有 类 
似 特 性 ， 措 述 是 如 此 简单 ， 但 证 明 却 如 此 困难 。 由 于 狄 多 和 芝 诺 多 罗 
斯 ， 以 及 伯 努 利 兄 第 和 蜜蜂 的 页 献 ， 等 周 问题 已 经 在 数学 的 经 典 著作 中 
mts JCA CIAL. 
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ustification 


数学 家 迈克 尔 * 阿 蒂 亚 (Michael Atiyah)Ui: “ve eR, "E 
学 粘 到 了 一 起 。” 上 显然 这 一 观点 说 的 是 证 明 或 者 论证 是 数学 的 化 身 。 

这 样 的 观点 可 能 引起 争议 。 数 学 这 个 学 科 涉 及 的 范围 如 此 广大 ， 它 
可 以 包含 各 种 活动 ， 如 估 值 、 构 造反 例 、 测 试 特殊 架 例 以 及 解决 日 常 问 


题 等 。 数 学 家 也 不 必 每 天 24 小 时 都 在 证 明定 理 。 

然而 ， 即 便 理 论 命题 的 逻辑 论证 不 是 数学 的 全 部 活动 ， 它 也 肯定 是 
这 个 学 科 的 特征 。 数 学 离 不 开 其 他 各 个 方面 的 学 术 努 力 ， 就 像 它 离 不 开 
证 明 、 推 理 以 及 逻辑 演绎 一 样 。 在 比较 数学 与 逻辑 的 关系 中 ， 伯 特 兰 。 
罗素 〈1872 一 1970) 断 言 : “已 经 无 法 在 二 者 之 间 划 出 界线 了 ;， 事实 上 ， 
AE PR. EI 

本 书 已 经 分 析 了 很 多 数学 论证 。 在 第 A 章 中 ， 我 们 证 明了 素数 的 无 
穷 性 ， 在 第 H 章 中 我 们 证 明了 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 就 一 般 数 学 论证 而 言 ， 
这 些 证 明 相 当 简 单 。 其 他 论证 却 需要 很 多 页 ， 很 多 章节 ， 甚 至 很 多 卷 才 
能 得 出 它们 的 最 终结 论 。 相 应 的 智力 要 求 不 见得 适合 每 一 个 人 ， 正 如 说 
进 的 查尔斯 “达尔 文 写 出 的 下 文 所 表明 的 那样 : “我 跟随 长 而 且 纯 粹 抽象 
的 思维 轨迹 的 能 力 极 其 有 限 ; 因此 我 从 来 不 可 能 在 形而上学 或 者 数学 上 
RERI. "aks, FAA John Locke) 更 简短 的 话说 : “数学 证 
明 像 钻石 一 样 既 坚硬 又 清 透 。” 上 9 

数学 定理 的 证 明 到 底 是 什么 呢 ? 这 个 问题 并 不 像 它 看 起 来 那样 一 目 
了 然 ， 因 为 它 涉及 哲学 、 心 理学 和 数学 各 方面 的 因素 。 亚 里 士 多 德 对 此 
和 
想 。”[5 

罗素 也 作出 了 令 人 信服 的 评论 : 数学 家 永远 不 可 能 把 “完整 的 推理 
过 程 ” 写 到 纸 上 ， 而 一 定 会 放置 “足以 使 那 训 练 有 素 的 大 脑 信 服 的 证 明 摘 
要 ”[6。 他 想 要 说 的 就 是 ， 任 何 数学 陈述 都 是 建立 在 另外 一 些 陈述 和 定 
义 的 基础 之 上 的 ， 这 些 陈 述 和 定义 又 是 建立 在 更 多 的 陈述 和 定义 的 基础 
之 上 的 ， 因 此 要 求证 明 沿 着 每 一 个 逻辑 步骤 追踪 回来 也 许 有 点 鲁莽 。 

然而 20 世 纪 初 ， 当 罗素 与 艾 尔 弗 雷 德 * 诺 思 。 怀 特 海 (1861 一 1947) 一 
起 合 著 己 善 《数学 原理 》 时 ， 他 似乎 忘记 了 自己 的 劝告 。 在 这 本 著作 
中 ， 他 们 尝试 着 把 整个 数学 回 推 到 基础 的 逻辑 原理 ， 并 且 在 这 一 过 程 中 
保留 了 细节 。 其 结果 是 非常 折磨 人 的 。 他 们 的 展开 如 此 周密 ， 在 他 们 最 
终 证 明了 1+1=2 之 前 ， 此 书 已 达 362 页 ， 这 一 证 明 在 名 为 “基数 算术 导 
言 ”* 的 一 章 的 54.43 节 (参见 图 J-1)。《 数 学 原理 》 使 论证 变 得 疯狂 。 






































32 PROLEGOMENA TO CARDINAL ARITEMETIO 
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From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been 
defined, that 1 1 «3. 

















图 J-1 罗素 和 怀特 海 证 明 1+1=2《〈 摘 自 艾 尔 弗 雷 德 * 诺 思 *" 怀 特 海 和 伯 特 兰 * 罗 素 于 
1935 年 合 写 的 《数学 原理 》 的 第 1 卷 。 得 到 剑桥 大 学 出 版 社 的 允许 翻印 。) 











在 本 章 ， 我 们 尝试 着 保持 头脑 清醒 。 按 照 我 们 的 意思 ， 证 明 就 是 在 
逻辑 法 则 的 范围 精心 制作 的 推理 ， 对 于 一 个 论断 的 正确 性 它 无 懈 可 击 ， 
令 人 信服 。 像 “说 服 谁 ?”” 或 者 “按照 谁 的 标准 无 懈 可 击 ? ”等 一 类 的 问题 
留 作 以 后 再 议 。 

当然 ， 我 们 也 可 以 选择 考虑 什么 不 是 证 明 。 求 助 于 直观 、 和 常识 或 者 
更 不 好 的 威胁 的 陈述 都 不 是 论证 。 刑 事 诉 讼 中 有 罪证 明 中 的 “排除 一 切 
疑云 "也 决 不 是 我 们 所 说 的 论证 。 数 学 家 愿意 认为 ， 证 明 不 仅 能 排除 合 
理 的 疑问 ， 而 且 能 够 排除 所 有 疑问 。 

我 们 可 以 在 许多 不 同 的 方 回 展 开 数 学 论证 的 讨论 。 这 里 ， 我 们 给 出 
四 个 重要 的 基本 原则 ， 并 逐个 所 出 半 述 数 委 : 证 明 本 厌 的 非常 有 意义 的 问 
题 。 











基本 原则 #1: 个 案 不 充分 


在 科学 中 ， 同 样 在 日 常生 活 中 ， 当 实验 反复 肯定 某 个 原则 之 后 我 们 
就 倾 同 于 接受 它 的 真实 性 。 如 果 肯 定 的 案例 数量 足够 大 ， 我 们 说 我 们 有 
了 一 个 “被 证 实 的 法 则 ”。 

但 是 ， 对 于 数学 家 来 说 ， 几 个 案例 的 结果 尽管 可 能 给 出 一 些 提示 ， 
但 决 不 是 证 明 。 下 面 给 出 这 种 现象 的 一 个 例子 ， 考 虑 猜想 把 一 个 正 整 整 
代入 到 多 项 式 fl(n)=n”-28ne+322n?-1960n4+6769n3 - 13 132n^-13 069n- 
5040， 我 们 总 可 以 得 到 原来 的 正 整数 。 用 符号 表示 就 是 断言 : 对 于 任意 
整数 n 都 有 fln)=n。 

这 是 真 的 吗 ? 显 然 ， 我 们 可 以 代入 几 个 整数 看 一 看 出 现 什 么 结 
当 n=1 时 ， 我 们 得 到 

f(1)=1-28+322-1960+6769-13 132+13 069-5040=1 
显然 断言 成 立 。 如 果 我 们 代入 n=2， 计 算 结果 为 
f(2)227-28x29-322x25-1960x2^-6769x2?-13 132x2?-13 069x2-5040=2 
这 一 次 断言 仍然 成 立 。 我 们 希望 读者 拿 出 计算 器 ， 验 证 一 
PKG)-3,f(A)- 4.[(5)-5,f(6)76, 1: 2A 
f(7)277-28x794322x75-1960x7^-6769x79-13 132x7?-13 069x7-5040-7 
这 个 论断 的 证 据 似 乎 建立 起 来 了 。 有 些 人 人， 特别 是 那些 对 这 样机 械 式 的 
计算 没有 热情 的 人 也 许 已 经 宣布 这 个 陈述 是 真 的 。 

但 是 ， 它 不 是 真 的 。 代 入 n=8 时 ， 我 们 得 到 
f(8)=8”-28x86+322x83-1960x84+6769x83-13 132x82+13 069x8-5 040=5048 
结果 不 是 我 们 期 望 的 98。 进一步 的 计算 表明 f(9)=40 329,f(10)=181 
450,f(11)=640 ”811, 所 以 此 断言 不 仪 失 败 了 而 且 错 得 惊人 。 对 于 n=1,2， 
3，4，5，6，7 都 为 真 的 猜测 实际 上 却 不 是 正确 的 。 

我 们 把 下 面 这 个 表达 式 展开 并 合并 同类 项 ， 束 可 以 得 到 我 们 刚才 讨 


论 的 多 项 式 
f(n)=n+[(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)(n-7) 
显然 ， 对 于 n=1， 项 (n2) 为 去 ， 因 此 方 括号 中 的 所 有 乘积 都 为 零 ; 
此 KKD=1+0=1。 如 果 m=2， n-2=0， 所 以 有 2)=2+0=2。 类 似 
地 ，f(3)=3+0=3， 一 直到 f7)=7+0=7。 但 是 这 之 后 括号 里 的 项 不 再 是 
2, {sl Uf(8)=8+7!=5048 . 
这 提示 下 面 这 样 一 个 语 有 挑战 性 的 扩展 命题 。 假 设 我 们 引入 


g(n)=n+[(n-1)(n-2)(n-3)...(n-1 000 000)] 




















并 猜测 对 于 所 有 正 整数 n, 有 g(n)=n。 

我 们 做 乘法 且 合 并 g(n 的 项 ， 我 们 就 得 到 一 个 一 百 万 次 的 惊人 方 
程 。 通 过 与 上 面 完 全 相同 的 推理 ， 我 们 将 发 现 g(1)=1,g(2)=2， 一 直到 g(1 
000 000)=1 000 000。 

在 发 现 了 一 百 万 个 连续 正确 的 证 据 之 后 ， 任 何 思维 正常 的 人 都 会 怀 
疑 g(n) 是 否 总 是 产生 n? 对 于 任何 人 ， 除 了 数学 家 之 外 ， 一 百 万 个 连续 成 
功 将 等 同 于 排除 了 所 有 值得 怀疑 的 证 明 。 然 而 ， 再 接 下 来 验证 一 
下 ，g(1 000 001) 实 际 上 等 于 1 000 001+(100 000)!, 这 个 数 非 常 大 ， 显 然 
超过 1 000 001。 

上 面 这 个 例子 强调 了 关于 数学 证 明 的 第 一 个 基本 原则 : 我 们 必须 对 
所 有 可 能 的 情况 进行 证 明 ， 而 不 仅 是 对 几 百 万 个 情况 进行 证 明 。 





基本 原则 #2: 越 简单 越 好 


数学 家 赞美 那些 巧妙 的 证 明 。 但 是 ， 数 学 家 更 赞美 那些 既 巧 妙 又 经 
济 的 证 明 ， 即 直击 事物 的 要 害 ， 直 击 目标 的 那些 没有 多 余 之 处 的 简洁 推 
理 。 这 样 的 证 明 被 认为 是 优雅 的 。 

数学 的 优雅 与 其 他 创意 的 优雅 没有 什么 不 同 。 它 与 英 茶 的 油画 艺术 
的 优雅 有 很 多 共同 之 处 ， 莫 系 的 油画 仅 用 鹤 窒 几 笔 或 几 行 诗 描绘 法 国 的 
人 


同 任何 理想 一 样 ， 优 雅 不 是 总 能 够 实现 的 。 数 学 家 们 为 简短 、 清 晰 
明了 的 证 明 而 奋斗 ， 但 是 经 钊 必须 昏 受 令 人 讨厌 的 楷 琐 事物 。 例 如 ， 抽 
象 代 数 中 分 类 有 限 简单 群 的 证 明 用 了 5000 多 页 纸 (最 终 检验 通过 时 ) 。 
寻求 优雅 的 那些 人 请 男 寻 出 路 。 

相 比 之 下 ， 数 学 家 达到 的 终极 优雅 是 所 谓 “ 没 有 语言 的 证 明 ”， 在 这 
样 的 证 明 中 一 个 极 好 的 令 人 信服 的 图 示 融 传达 了 证 明 ， 甚 至 不 需要 任何 
解释 。 很 难 再 变 得 比 它 更 优雅 了 。 

例如 ， 考 虑 下 面 的 例子 。 
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这 个 定理 说 的 是 ， 当 我 们 把 前 n 个 下 整数 相 加 时 ， 和 总 是 n 与 +1 的 
积 的 一 半 。 我 们 可 以 用 几 个 特殊 的 数 验 证 一 下 ， 例 如 ， 如 果 n=6， 


1 
1+2+3+4+5+6=21=5(6x7) 


但 是 我 们 第 一 个 基本 原则 警告 说 ， 只 有 傻子 才 会 依据 一 个 案例 就 匆匆 得 
出 结论 。 我 们 要 利用 图 -2 的 图 示 去 证 明 这 个 命题。 

这 里 我 们 采用 由 一 块 加 上 两 块 再 加 上 三 块 等 等 这 样 的 阶梯 式 的 结 
构 ， 如 图 ]-2 阴 影 部 分 所 示 ， 把 它们 安置 到 一 起 就 形成 了 nx(n+ 了 DD 的 矩形 
排列 。 因 为 这 个 矩形 是 由 两 个 完全 相同 的 阶梯 组 成 的 ， 甜 形 的 面积 等 于 
它 的 底 和 高 的 积 ， 即 mxtn+ 了 )， 那 和 这 个 阶梯 的 面积 一 定 是 逢 形 面积 的 
一 半 。 即 
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下 面 是 男 一 个 不 可 否认 的 优雅 证 明 。 很 设 我 们 从 1 开始 把 奇数 依次 


ABD: 

1+3+5+7+9+11+13+.. 
一 些 经 验 提 示 我 们 ， 无 论 我 们 把 这 个 和 进行 到 什么 时 候 ， 其 结果 总 是 完 
PTT. Wü, 

1+3+5=9=37 

14+3+5+7+9=25=52 

14+3+5+7+94+11413+15+17+19+21+23+25+27=196 

-14? 
这 永远 为 真 吗 ?如 果 是 ， 我 们 如 何 证 明 这 个 一 般 结 果 ? 

下 面 的 推理 需要 一 点 代数 知识 ， 根 据 观 察 : 偶数 是 2 的 倍数 ， 因 此 
对 某 个 整数 n， 其 形式 是 2n， 而 奇数 比 2 的 倍数 少 1， 因 此 对 某 个 整数 mn， 
其 形式 是 2n-1。 
定理 ”从 1 开始 的 连续 奇数 之 和 是 一 个 完全 平方 。 

证 明 设 S 是 从 1 开始 到 2n-1 的 连续 奇数 之 和 。 即 





S=1+3+5+7+...+(2n-1) 
显然 我 们 可 以 求 从 1 到 2n 为 止 的 所 有 整数 的 和 ， 然 后 再 减 去 偶数 之 和 就 
可 以 得 到 连 数 奇数 之 和 。 换 句 话说 S=[1+2+3+4+5+...+(2n 一 1)+2n]- 
[2+4+6+8+...+2n] 

=[1+2+3+4+5+...+(2n-1)+2n]—2[1+2+3+4+...+n] 
这 里 ， 从 第 二 个 括号 的 表达 式 中 我 们 提出 了 一 个 因子 2。 

第 一 个 方 括号 中 是 从 1 到 2n 的 所 有 整数 的 和 ， 而 第 二 个 方 括号 中 是 
从 1 到 mn 的 所 有 整数 的 和 。 图 J-2 的 “没有 语言 的 证 明 ?” 给 出 了 如 何 求 这 样 的 
整数 和 ， 所 以 我 们 两 次 利用 那个 结果 : 


] 
Sz 2n(2n 十 1) 一 2 Bw 十 ) 


化 简 上 式 我 们 得 到 
S-n(2n*1)-n(n*1)-2n?*n-n*-n-n* 

因此 无 论 n 是 什么 值 ， 连 续 奇 数 之 和 是 一 个 完全 平方 *。 证 明 完 毕 。， 

一 句 话 ， 这 个 证 明 是 优雅 的 。 但 是 如 果 它 是 我 们 寻找 的 那 种 优雅 ， 
那么 图 J-3 则 给 出 了 男 一 个 更 短 的 证 明 ， 一 个 没有 语言 的 证 明 。 这 里 奇 
数 是 一 个 方块 ， 三 个 方块 ， 五 个 方块 ， 依 次 类 推 ， 按 特殊 方法 排列 。 我 
们 从 左下 角 的 一 个 方块 开始 ， 三 个 有 阴影 的 方块 包围 着 它 形 成 一 个 2x2 
的 正方 形 ; 五 个 没 阴 影 的 方块 包围 着 这 些 方块 形成 一 个 3x3 的 正方 形 ; 
接 下 来 就 是 7 个 有 阴影 的 方块 包围 着 这 些 方块 形成 一 个 4x4 的 正方 形 ; 依 
次 类 推 。 这 个 图 示 清 楚 地 表明 连续 奇数 的 和 总 是 产生 一 个 (几何 的 ) 平 
方 。 这 个 证 明 非 党 自然 。 早 在 2000 年 前 希腊 人 就 知道 它 了 ， 现 代 的 年 轻 
人 可 以 通过 构建 方块 模仿 这 一 证 明 。 

温 斯 顿 丘 吉尔 (Winston Churchill) jt: “短小 的 词 为 佳 ， 而 既 古 老 又 
短小 的 词 为 最 佳 。 半 3] 我们 可 以 重新 描述 这 个 优雅 推理 : 古老 的 证 明 为 
佳 ， 而 既 古 老 又 短小 的 证 明 为 最 佳 。 
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基本 原则 #3: 反例 的 价值 


数学 中 有 一 个 非常 严酷 的 现实 : 为 了 证 明 一 个 一 般 的 陈述 需要 一 个 
一 般 的 推理 ;但 为 了 有 反 驶 它 只 需要 一 个 特殊 的 例子 ， 一 个 使 这 个 陈述 失 
败 的 例子 。 后 者 称 为 反例 ， 一 个 好 的 反例 价值 如 金 。 例 如 ， 假 设 我 们 有 
下 面 的 猜测 。 


gn ES es 
E mmouerzs y VO 十 =a+ 


年 复 一 年 ， 数 以 万 计 的 学 生 曾 经 使 用 过 这 个 特殊 的 公式 ， 这 可 以 从 
任何 一 名 数学 老师 那里 得 到 证 实 。 但 是 这 个 公式 是 不 成 立 的 ， 为 了 说 明 
这 一 点 ， 我 们 需要 一 个 反例 。 例 如 ， 如 果 a=3,b=4, 那 么 


Va? + b? = /33- 4 = y25— 5. 
而 qt+b=3+4=7。 仪 这 一 个 反例 就 足以 把 这 个 猜测 送 进 数学 的 垃圾 堆 。 
我 们 强调 ， 尽 管 可 能 需要 50 页 纸 的 推理 来 证 明 一 个 定理 ， 但 是 只 要 
一 行 反 例 就 可 以 反驳 它 。 在 证 明和 反 证 之 间 的 大 战 中 ， 似 乎 我 们 没有 一 
个 公平 的 竞争 环境 。 但 是 ， 还 是 要 说 一 句 警 告 的 话 : 寻找 反例 不 像 看 起 
来 那样 容易 。 下 面 的 故事 就 是 一 个 例子 。 
两 个 多 世纪 前 ， 欧 拉 猿 测 至 少 要 把 三 个 完全 立方 加 起 来 才能 得 到 一 
个 完全 立方 ， 至 少 要 把 四 个 完全 四 次 肾 相 加 才能 得 到 另 一 个 完全 四 次 
we, BADER ANSE AURA HES Bl PCA IRR, AEE 
作为 一 个 例子 ， 我 们 把 这 些 完全 立方 相 加 : 33+43+53=27+64+125， 
得 到 和 216， 它 正好 是 63。 这 里 ， 三 个 立方 合并 起 来 得 到 了 一 个 立方 ， 
但 是 欧 拉 断定 并 证 明了 两 个 立方 之 和 永远 不 会 得 到 一 个 完全 立方 。 读 过 
第 F 章 的 读者 应 该 意识 到 这 是 纤 马 最 后 定理 的 特殊 情况 Cn=3) 。 
提高 次 数 ， 我 们 能 够 找到 四 个 完全 四 次 早 ， 它 们 之 和 等 于 一 个 四 次 
项 ， 例 如 ， 考 虑 下 面 绝 非 一 目 了 然 的 例子 
307+12044+2724+3154=3534 
WX du di Wl = S EAN 48 A a, TERA 8 HEH 
— Ath, hb Bin nike, BERENS FT A Pia 
1778 年 这 件 事 仍然 成 立 ， 近 两 个 世纪 后 它 仍然 成 立 。 信 任 欧 拉 的 人 
不 能 用 证 明 来 肯定 欧 拉 的 猜测 ， 但 是 不 相信 了 欧 拉 的 人 也 不 能 构造 出 一 个 
特殊 的 反例 来 驶 倒 它 。 这 个 问题 是 一 个 未 解 问题 。 





























到 了 1966 年 ， 数 学 家 利 昂 * 兰 德 (Leon LandenD 和 托马斯 * 则 金 

(Thomas Parkin) 发 现 了 下 面 这 个 例子 
27°+84°+110°+133°=61 917 364 224 = 144? 
VU 4S ToU AE Fb Re RR RE E. m FRAKK 
WEDE SPE A FO 7, HT LE NJ st PR BI TA 
个 非常 有 力 的 反例 。 
95 8004+217 5194+414 5604=422 4814 

这 表明 三 个 四 次 里 ， 而 不 是 欧 拉 说 的 四 个 四 次 虹 ， 也 能 生成 一 个 四 次 
sz. [8] 

寻找 这 些 反例 需要 大 量 努 力 ， 甚 至 动用 了 计算 机 的 力量 ， 这 是 非常 
惊人 的 。 这 显然 给 出 了 基本 原则 #3 的 一 个 推论 : 有 时 候 反 证 比 证 明 更 难 








基本 原则 #4: 可 以 证 明和 否定 


在 理发 店 或 便 餐 店 ， 我 们 经 常 听 到 这 样 一 名 老话， 你 不 能 够 证 明 耕 

定 。 它 可 能 是 由 下 面 这 样 的 对 话 引发 而 来 的 ， 

: “超市 小 报 说 一 个 小 妖精 中 了 奖 。” 

“没有 小 妖精 这 样 的 事 。” 

“你 说 什么 呢 ? ” 

“我 说 小 妖精 不 存在 。” 

“你 肯定 吗 ?你 能 够 证 明 它们 不 存在 吗 ?” 

“当然 .…..， 不 。 但 是 你 也 不 能 证 明 它 存在 。* 

这 个 对 话 很 长 。 但 是 ， 一 句 话 ， 它 声称 的 是 ， 我 们 绝对 不 能 证 明 小 妖精 
不 存在 。 

数学 家 知道 得 更 清楚 。 一 些 最 伟大 最 重要 的 数学 推理 所 论证 的 就 是 
某 些 数 、 某 些 形状 、 某 些 几何 结构 不 存在 且 不 可 能 存在 。 使 用 最 猛烈 的 
武器 ， 即 理性 的 、 严 密 的 逻辑 确立 了 这 样 一 些 不 存在 的 事物 。 

认为 否定 不 可 证 明 的 这 种 普遍 观念 本 质 上 是 错误 的 。 为 了 证 明 小 妖 
精 不 存在 ， 似 乎 需要 我 们 翻 遍 爱 尔 兰 岛 上 的 每 一 块 石头 ， 翻 裔 南 极 洲 的 
每 一 座 冰 山 。 当 然 这 是 不 可 能 实现 的 野心 。 

为 了 在 逻辑 上 确立 不 存在 的 事物 ， 数 学 家 采用 了 一 种 非常 不 同 然而 
又 非常 完美 的 策略 ;假设 这 个 对 象 的 确 存在 ， 然 后 再 追踪 由 此 产生 的 结 
果 。 如 果 我 们 能 够 证 明 存在 的 假设 将 导致 一 个 矛盾 的 话 ， 那 么 逻辑 法 风 
允许 我 们 得 出 结论 ， 我 们 在 第 一 步 中 所 做 的 存在 的 假设 是 错误 的 。 因 
此 ， 我 们 就 能 够 得 出 这 个 事物 不 存在 的 毫 无 争议 的 结论 ， 同 时 也 说 明 这 
样 的 事实 ， 即 我 们 采用 了 一 个 非 直接 的 途径 得 到 的 这 个 结果 是 正确 的 。 

在 第 Q 章 中 ， 我 们 将 讨论 最 著名 的 不 存在 证 明 ， 为 什么 不 存在 等 于 





Sh 











人 
y 


定理 不 存在 边 长 分 别 为 2，3，4 和 10 的 四 边 形 。 

处 理 这 个 问题 的 一 个 实用 的 方法 是 截 出 这 些 长 度 的 木 棍 ， 然 后 尝试 
着 把 它们 摆 放 成 一 个 有 四 条 边 的 图 形 。 这 只 是 一 个 说 明 ， 然 而 在 逻辑 的 
意义 下 ， 这 相当 于 要 在 某 块 岩石 下 找到 一 个 小 妖精 。 即 使 我 们 花费 了 好 
多 年 都 没有 成 功 地 用 这 四 根木 棍 摊 出 一 个 四 边 形 ， 也 不 能 排除 也 许 某 个 
人 在 某 天 成 功 地 把 它们 摆 成 四 边 形 的 可 能 性 。 








合理 的 方法 是 我 们 要 间接 地 证 明 一 个 否定 。 开 始 我 们 假设 存在 一 个 
四 边 形 ， 它 的 边 分 别 是 2，3，4 和 10， 然 后 我 们 再 设法 生成 一 个 矛盾 ， 
这 是 一 个 战略 上 的 飞跃 。 

我 们 假设 的 四 边 形 如 图 J-4 所 示 。 画 出 虚线 所 示 的 对 角 线 ， 它 把 这 
个 四 边 形 分 成 两 个 三 角形 ， 并 设 x 是 这 个 对 角 线 的 长 度 。 因 为 在 第 G 章 已 
经 说 明 过 ， 欧 几 里 得 已 经 证 明了 三 角形 的 任意 一 条 边 小 于 其 他 两 条 边 的 
和 。 因 此 在 AABC 中 ， 我 们 知道 10<4+x 同 样 在 AADC 中 ， 有 x<2+3。 把 这 
两 个 不 等 式 结合 起 来 我 们 得 到 

10<4+X<4+(2+3)=9 

根据 上 面 的 不 等 式 我 们 得 到 10<9。 这 是 不 可 能 的 。 我 们 最 初 所 做 的 这 个 
ee 所 以 我 们 说 我 们 的 假设 是 无 

这 个 四 边 形 的 四 条 边 的 出 现 顺 序 〈 按 顺 时 针 ) 是 10，2，3，4。 还 
有 其 他 方法 放置 这 四 条 边 ， 如 图 J-5 所 示 ， 同 样 的 推理 也 导出 一 个 矛 
盾 。 此 时 是 10<2+x<2+(3+4)=9。 这 是 不 可 能 的 。 























没有 必要 再 继续 寻找 了 ， 重 新 布局 再 多 的 木 棍 也 是 没有 意义 的 。 这 
样 的 四 边 形 是 不 可 能 存在 的 。 我 们 最 终 证 明了 一 个 否定 。 

基于 了 矛盾 的 证 明 是 一 个 非常 好 的 逻辑 策略 。 通 过 假设 我 们 想 要 证 明 
的 反面 ， 我 们 似乎 是 在 毁灭 我 们 的 目标 。 但 是 ， 最 后 我 们 避 开 了 灾难 。 
哈代 〈1877 一 1947) 把 基于 矛盾 的 证 明 描 述 为 “数学 家 最 好 的 武器 之 一 。 
它 远 比 其 他 任何 先 手 棋 策 略 好 得 多 : 象棋 手 也 许 要 牺牲 一 个 小 卒 或 者 其 
他 一 枚 棋子 ， 但 是 数学 家 牺牲 的 却 是 整 盘 游戏 。?” 虽 | 








问题 ， 还 需要 人 类 吗 


大 约 在 20 世 纪 70 年 代 到 20 世 纪 80 年 代 期 间 ， 有 一 种 令 人 不 安 的 映像 
间 入 数学 家 的 意识 之 中 。 这 就 是 计算 机 映像 ， 它 以 它 那 光 一 样 的 速度 和 
实质 上 的 可 靠 性 接手 了 证 明定 理 的 工作 。 

我 们 已 经 提 到 了 几 个 例子 ， 在 这 些 例子 中 ， 计 算 机 提供 了 和 否 证 某 个 
陈述 的 反例 。95 8004+217 5194+414 5604=422 4814 的 发 现 给 予 欧 拉 的 猜 
测 致命 的 一 击 ， 与 机 械 不 同 ， 很 难 想 象 人 类 要 花费 多 长 时 间 去 寻找 这 样 
一 个 反例 。 这 是 完全 适合 计算 机 的 问题 。 

令 整 个 数学 界 感到 困惑 的 是 最 近 出 现 的 一 些 利 用 计算 机 来 证 明定 理 
的 情况 。 这 些 情况 往往 是 把 一 个 定理 分 解 成 很 多 子 情况 ， 肯 定 了 每 一 种 
子 情况 ， 那 么 就 可 以 断定 整个 问题 解决 了 。 遗 憾 的 是 ， 这 种 分 析 通 常 需 
要 考虑 上 百 种 情况 ， 需 要 成 千 上 万 次 计算 ， 人 类 没有 可 能 复 现 所 有 步 
JE. 总之， 这 样 的 证 明 只 能 通过 别 的 机 器 来 检查 。 

1976 年 计算 机 证 明 问 题 以 四 色 猜 测 的 解决 戏剧 般 地 登 上 了 数学 舞 
人 台 。 所 谓 的 四 色 猜 测 ， 是 任何 画 在 平面 的 地 图 都 可 以 用 四 种 (或 少 于 四 
TRO 颜色 着 色 ， 使 得 拥有 共同 边界 的 任意 两 个 区 域 都 被 涂 上 不 同 的 颜 
色 。“【〔 例 如 在 图 J-6 中 ， 我 们 不 想 给 区 域 A 和 B 都 涂 上 红色 ， 因 为 那样 它 
们 的 公共 边界 线 会 被 涂 掉 了 。 我 们 允许 给 相交 于 一 点 的 两 个 区 域 ， 如 区 
域 A 和 C 涂 上 相同 的 颜色 ; 当然 一 个 点 不 是 边界 线 。) 

四 色 猜 测 产生 于 1852 年 ， 在 接 下 来 的 一 个 世纪 引起 了 广泛 的 关注 。 
有 几 个 问题 很 快 就 被 解决 了 。 已 经 证 明了 任何 平面 地 图 肯定 可 以 用 五 种 
颜色 着 色 。 还 有 就 是 用 三 种 颜色 着 色 地 图 是 不 充分 的 。 图 J-7 就 给 出 这 
样 的 一 个 地 图 。 在 这 个 图 上 ， 我 们 必须 使 得 区 域 A，B 和 C 有 不 同 的 颜 
色 ， 因 为 它们 每 对 都 有 共同 的 边界 ， 但 是 接 下 来 ， 除 非 使 用 第 四 种 颜 

， 和 否 则 不 可 能 给 区 域 D 着 色 。 

因此 ， 五 种 颜色 〈 可 能 ) 太 多 而 三 种 颜色 又 不 够 。 显 然 它 就 需要 四 
种 颜色 。 四 种 颜色 足以 给 任何 平面 地 图 着 色 吗 ? 

我 们 之 前 的 讨论 表明 ， 要 想 解决 这 个 问题 只 有 两 种 选择 或 者 提出 
一 个 特殊 的 反例 ， 即 给 出 一 种 不 能 用 四 种 颜色 着 色 的 特殊 地 图 ， 或 者 设 
计 一 个 一 般 的 证 明 ， 证 明 任 何 地 图 都 能 够 这 样 着 色 。 对 于 数学 家 来 说 ， 
这 个 反例 很 难 找到 。 他 们 制作 的 每 一 张 地 图 无 论 多 么 错综复杂 ， 都 能 仅 
用 红色 、 黄 色 、 蓝 色 和 绿色 着 色 。 (有 蜡笔 的 读者 也 许 想 立即 勾画 出 一 
个 地 图 ， 然 后 尝试 一 下 。) 

















图 7 


但 是 ， 正 如 我 们 反复 提醒 的 那样 ， 与 仅仅 找到 几 个 反例 相 比 ， 证 明 
需要 做 得 更 多 。 以 前 的 一 般 推 理 是 发 闫 地 寻找 ， 但 事实 证 明 每 一 种 情况 
都 与 寻找 反例 一 样 困 难 。 局 势 处 于 停顿 的 状态 。 

后 来 ， 伊 利 诺 伊 大 学 的 阿 佩 尔 (Kenneth Appel) Eti (Wolfgang 
Haken) 宣 布 四 色 猜 测 为 真 ， 震 撼 了 整个 数学 界 。 令 人 们 感到 震撼 的 不 是 
这 个 结论 而 是 他 们 的 证 明 技术 : 计算 机 完成 了 证 明 中 最 艰 兰 的 部 分 。 

阿 佩 尔 和 哈 肯 处 理 这 个 问题 的 方法 是 ， 通 过 把 所 有 平面 地 图 分 成 菏 
些 类 型 ， 然 后 分 别 分 析 每 一 种 类 型 。 遗 憾 的 是 ， 一 共有 上 百 种 类 型 需要 
检查 ， 每 一 种 类 型 又 给 高 速 计 算 机 带 来 大 量 的 测验 。 最 后 ， 计 算 机 宣告 
pe i SUUM ert ee 
得 到 了 证 明 。 

这 是 真 的 吗 ? 说 句 公 道 话 ， 当 时 一 种 不 安 葛 延 整个 数学 界 。 这 算得 
上 是 一 个 正确 的 论证 吗 ? 令 人 困惑 的 是 ， 需 要 一 个 真正 的 有 血 有 肉 的 人 
每 周 工作 60 个 小 时 ， 花 费 大 约 100 ”000 年 的 时 间 去 检查 计算 机 的 计算 。 
cH M dí 
SAY fR] We ? 

如 果 程 序 出 现 了 错误 怎么 办 ? 如果 功率 突 增 使 得 计算 机 跳 过 关键 的 
步 又 怎么 办 ?如 果 计 算 机 的 人 硬件 设计 雄 露 出 极 少见 的 微小 缺陷 怎么 办 ? 
忆 之 ， 我 们 能 够 相信 机 器 大 脑 给 我 们 真理 吗 ? 正 如 数学 家 罗 恩 ,格雷 万 


























a (Ron Graham) 在 考虑 这 些 复杂 问题 时 提出 的 那样 , “实质 的 问题 是 这 
样 的 ， 如 果 没 有 人 能 够 检查 一 个 证 明 ， 它 还 是 一 个 真正 的 证 明 吗 ? "0l 

直到 今天 这 个 问题 也 没有 明确 的 答案 ， 尽 管 随 独 计算 机 证 明 变 得 更 
加 普遍 ， 也 许 数学 家 们 对 它们 的 出 现 会 感到 稍 舒 服 些 。 但 是 ， 公 正 地 
说 ， 如 果 四 色 定 理 是 花 了 两 页 纸 那 样 短小 、 蹇 智 而 优雅 的 证 明 ， 而 不 是 
依 徘 计算 机 的 蛋 力 方法 得 到 的 证 明 ， 那 么 大 多 数 数学 家 们 也 许 会 轻松 地 
中 口气 。 传 统 主义 者 淘 望 古老 的 数学 不 要 和 被 接 上 电源 。 

“还 需要 人 类 吗 ? ?此 时 这 个 问题 的 答案 仍然 是 “是 的 "。 毕 竟 得 有 人 
打开 空调 吧 。 但 是 我 们 得 承认 这 个 观点 也 许 是 有 偏见 的 ， 因 为 它 的 支持 
BAA EA. 

BANAT ASCENT PICA So wA, AIRS ht, 
也 应 该 引出 其 他 的 议题 ， 应 该 提出 其 他 的 基本 原则 。 但 是 ， 我 们 最 终 得 
出 的 最 重要 的 结论 是 : 无 论 是 优雅 还 是 麻烦 ， 是 直接 还 是 间接 ， 是 依赖 
于 计算 机 还 是 人 力 ， 数 学 证 明 的 标准 不 同 于 人 类 活动 的 任何 其 他 领域 。 
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出 “没有 语言 的 证 明 ” 是 《大 学 数学 杂志 》 的 固定 专栏 。 
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荣誉 授予 给 了 她 的 一 位 最 重要 的 国民 。 

牛顿 与 戈 特 弗 里 德 "威廉 * 沫 布 尼 茨 分 享 创建 微 积分 的 荣 汐 ， 在 数学 
界 很 难 想象 比 此 更 大 的 采 誉 了 。 本 章 我 们 摘 述 牛顿 的 生活 ， 讨 论 他 与 莱 
布 尼 次 之 间 的 激烈 争吵 ， 研 究 他 的 一 个 数学 遗产 : 以 他 的 名 字 命 名 
的 “方法 ">。 【我们 唯一 遗憾 的 是 ， 出 于 本 书 的 字母 表 顺 序 ， 我 们 不 能 称 
I the S e GEE (Isaac Knewton)o) 

关于 牛顿 茵 士 的 突出 的 事实 就 是 他 是 跨越 两 门 学 科 的 神 一 样 的 人 
物 。 让 任何 一 位 数学 家 说 出 三 四 个 历史 上 最 有 影响 的 数学 家 ， 他 们 无 一 
例外 都 要 提 到 和 牛顿。 让 任何 一 位 物理 学 家 说 出 三 四 位 伟大 的 物理 学 家 ， 
这 其 中 肯定 还 是 包括 牛顿 。 

的 确 ， 牛 顿 工作 在 学 科 之 间 还 没有 坚 起 不 可 逾越 的 高 墙 的 时 代 。 在 
他 那个 时 代 ， 数 学 和 物理 之 间 没 有 明显 的 界限 ， 拥 有 共同 的 方法 、 问 题 
和 从 业者 。 这 是 一 个 把 诸如 光学 、 天 文学 、 力 学 作为 数学 的 一 个 分 文 的 
时 代 。 由 于 今天 的 发 展 进步 ， 数 学 家 和 物理 学 家 常常 发 现 他 们 各 上 自 太 专 
业 而 已 无 法 彼此 交流 ， 因 此 很 难 想象 三 个 世纪 之 前 他 们 之 间 的 界限 是 如 
此 模糊 以 至 于 到 了 不 存在 的 程度 。 因 此 ， 你 也 许 小 看 了 牛顿 的 这 种 跨越 
学 科 的 日 越 。 

然而 ， 这 也 许 漏 掉 了 关键 的 一 点 。 被 两 个 学 科 的 人 如 此 高 看 的 人 的 
确 非 常 少 有 。 类 似 的 人 物 还 有 剧 作 家 和 诗人 莎士比亚 ， 或 者 画家 和 屠 刻 
家 米 开 表 基 罗 ， 但 是 他 们 的 双重 卓越 还 是 不 能 与 牛顿 相 妮 美 。 他 的 里 份 
的 确 是 非 同 寻常 。 

对 于 艾 萨 克 来 说 ， 生 命 之 初 是 那样 的 不 稳定 。1642 年 牛顿 出 生 于 责 
格 兰 的 马尔 索 普 ， 他 是 个 早产 儿 ， 因 此 他 活 下 来 的 机 会 很 小 。 另 外 ， 他 
的 父亲 在 他 出 生前 的 几 个 月 去 世 了 。 但 是 ， 更 大 的 冲击 即将 来 临 。 束 在 
他 3 风 那 年 ， 牛 顿 的 算 妇 母亲 再 婚 ， 并 搬 离 到 她 新 丈夫 的 家 。 深 思 熟 虑 
之 后 ， 她 还 是 决定 把 牛顿 留 下 。 几 年 之 后 她 又 回 到 牛顿 里 边 ， 但 是 很 多 
心理 历史 学 家 都 相信 这 期 间 给 他 融 来 的 伤害 已 经 无 法 挽回 。 关 于 这 个 话 
题 ， 一 本 非常 畅销 的 书 说 : “牛顿 近期 的 所 有 传记 作家 都 认为 ， 他 在 三 
岁 到 十 岁 之 间 与 他 母亲 的 这 种 分 离 是 形成 成 年 艾 陡 死 多 疑 、 神 经 质 和 扭 
曲 个 性 的 关键 因素 。?[ 

不 管 牛 顿 是 不 是 神经 质 ， 但 是 这 个 孩子 却 显示 出 无 可 争议 的 天 才 迹 
象 。 这 种 能 力 显 然 表 明 他 应 该 进入 大 学 ， 与 此 同时 他 显然 对 于 成 为 乡绅 
不 感 兴趣 。 于 是 1661 年 他 进入 了 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 开 始 了 他 非 同 寻 
第 的 学 术 生 涯 。 

使 这 样 的 学 术 旅 程 成 为 可 能 的 是 这 样 的 事实 : 剑桥 的 教授 对 教学 不 
感 兴趣 ， 就 像 牛顿 自己 对 农业 技术 不 感 兴趣 一 样 。 因 此 他 就 可 以 自由 地 
跟着 自己 的 兴趣 走 ， 不 久 这 些 兴 趣 远 远 偏离 了 凸现 当时 正式 课 程 特点 的 






































希腊 语 和 拉丁 语 的 繁重 学 习 ， 进 而 转向 了 那个 时 代 令 人 兴奋 的 数学 和 科 
学 的 进步 上 来 。 这 位 孤独 的 学 者 ， 和 牛顿， 贪 禁地 学 习 这 些 科 目 ， 直 到 他 
能 够 开始 原创 性 的 研究 ， 虽 说 当时 他 还 是 一 名 大 学 生 。 在 1665 年 到 1667 
年 的 这 段 空 暇 时 期 ， 他 的 工作 仍 在 继续 ， 当 时 由 于 暴发 了 瘟疫 而 使 剑桥 
两 次 闭 校 。 由 于 这 样 的 冶 疫 ， 牛 顿 不 得 不 返回 马尔 索 普 的 家 ， 尺 管 他 很 
难 把 他 的 返 乡 看 成 是 悠闲 的 度假 。 

正 是 在 马尔 索 普 牛 顿 才 遇 到 了 那 只 苹果 。 据 传说 ， 当 时 他 正在 一 棵 
树 下 休息 ， 他 差点 儿 被 一 只 掉 下 来 的 果子 打 到 。 他 沉思 着 既然 地 球 用 力 
拉 搜 这 只 苹果 ， 那 么 它 不 也 能 拉 更 远 的 天 体 吗 ? 牛顿 回忆 到 ,，“ 我 开始 
SEENT RARE LY, RE IRR AAA 
Nil aaa. l 

现代 学 者 认为 那 只 挤 下 来 的 苹果 并 不 是 如 同 神话 那样 几乎 控 肩 而 
过 ， 但 是 这 个 故事 本 身 却 很 吸引 人 。 它 促使 拜 伦 勋 事 这 样 写 牛顿 ， 

这 是 自 亚 当 之 后 能 格斗 的 唯一 凡人 ， 

用 降落 物 ， 或 用 苹果 。3] 















































正如 上 面 的 这 张 揪 图 所 展示 的 那样 ， 根 据 公 众 的 想象 ， 这 只 苹果 已 
经 作为 牛顿 超凡 威力 的 符 志 印刷 到 邮票 上 了 。 

这 场 瘟 疫 平 忧 下 来 之 后 ， 牛 顿 返回 三 一 学 院 。1669 年 ， 上 尽管 他 还 相 
当年 轻 ， 而 且 也 不 知名 ， 但 是 他 却 担 任 了 剑桥 大 学 享有 盛誉 的 户 卡 斯 讲 
座 数 学 教授 。 他 众所周知 的 伟大 成 束 友 生 在 1687 年 ， 当 时 在 埃 德 绽 只 
fi (Edmund Halley) 的 或 励 之 下 ， 和 牛顿 最 终 同意 发 表 他 的 巨著 《上 自然 哲 

















学 的 数学 原理 》。 这 本 著作 用 精确 、 详 细 的 数学 语言 陈述 了 牛顿 力学 。 
在 这 本 书 中 ， 他 引入 了 运动 定律 和 万 有 引力 的 原理 ， 并 以 数学 方式 推断 
了 从 漳 汐 流 到 行星 轨道 的 每 一 件 事 情 。《 目 然 哲 学 的 数学 原理 》 被 很 多 
人 认为 是 至 今 为 止 最 伟大 的 科学 著作 。 

由 于 获得 这 样 的 成 功 ， 牛 顿 成 为 了 科学 界 令 人 注目 的 人 物 。 当 然 ， 
公众 对 此 不 甚 了 解 ， 但 是 非常 像 20 世 纪 的 爱 因 斯 坦 ， 牛 顿 成 为 新 科学 的 
活 符 写 。 伏 尔 泰 称 牛 顿 是 “至 今 最 伟大 的 人 ”并 评论 说 像 牛顿 那样 的 天 才 
一 千年 只 能 出 现 一 个 。 M 

目 从 牛顿 闪耀 登场 之 后 ， 他 的 生活 发 生 了 根本 的 变化 。1689 年 他 作 
为 剑桥 大 学 代表 参加 英国 “国会 会 议 ”。1696 年 他 担任 星 家 造 币 广 的 监 
督 ， 并 搬 到 伦敦 度 过 了 他 的 余生 。1703 年 他 当选 为 皇家 学 会 的 会 长 ， 并 
于 次 年 友 表 了 他 为 外 一 份 伟 大 的 手稿 《光学 》。 到 了 1727 年 他 去 世 的 时 
候 ， 艾 萨 殉 "牛顿 先生 已 经 是 一 位 令 人 苇 敬 的 科学 家 、 富 有 的 政府 官 
员 ， 和 是 有 资格 荆 于 威 斯 敏 斯 特 教 香 的 名 人 和 将 中 的 英国 民族 英雄 。 

对 于 数学 家 来 说 ， 他 最 宏大 的 发 现 源 于 大 约 17 世 纪 60 年 代 中 期 ， 即 
他 称 为 * 流 数 ” 的 这 门 学 科 ， 但 是 后 来 我 们 采用 了 汪 布 尼 淆 为 它 起 的 名 
字 “ 微 积分 ”。 出 于 现代 人 似乎 永远 无 法 完全 理解 的 原因 ， 和 牛顿 没有 发 表 

沉默 。 

他 的 古怪 和 神秘 的 个 性 对 他 并 没有 帮助 。 在 他 的 一 生 中 ， 和 牛顿 可 能 
多 次 发 现 其 他 人 正在 走 着 他 几 年 前 已 经 走 过 的 智力 路 线 。 如 果 他 总 是 姗 
HHI HEA Sb ZB Be SS ABUS. XXE ANC S DEREN TER AL. X 
他 来 说 ， 在 他 发 现 的 时 候 交 流 他 的 工作 会 更 简单 ， 这 样 既 能 保证 他 的 影 
啊 还 能 保证 他 的 名 声 。 
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艾 萨 克 * 牛 顿 (芝加哥 大 学 ， 叶 凯 士 天 文 台 惠 允 ) 





至 于 说 到 他 为 什么 讨厌 发表, 其 解释 总 是 归结 为 他 怪 竟 的 个 性 :他 不 
信任 别人 ， 他 讨厌 批评 ,他 “希望 避 开 卷 入 朵 烦 和 时 无 意义 的 争论 之 中 。” 
bb 在 下 面 的 评论 中 他 的 观点 表露 得 很 清楚 ,“ 我 希望 回避 所 有 有 关 哲 学 
方面 的 争论 ,而 没有 哪 种 争吵 能 够 比 发 表 中 的 争吵 更 麻烦 。”[9 

因此 ， 我 们 有 这 样 一 位 科学 家 ， 他 很 在 意 他 的 名 声 ， 却 不 情愿 公开 
他 的 发 现 。 甚 至 对 于 为 私下 交流 而 准备 的 手稿 ， 牛 顿 也 力求 控制 其 发 
放 。“ 恩 求 让 我 的 数学 论文 一 篇 也 不 要 发 表 ,” 他 在 给 一 位 有 一 份 他 的 没有 
发 表 的 手稿 的 同事 的 信 中 写 道 ，“ 它 必须 出 自我 的 特别 许可 。”[7 

其 实 ， 即 使 不 是 牛顿 这 样 级 别 的 天 才 也 能 够 预见 这 样 的 行为 将 会 带 
来 不 愉快 的 后 果 。 随 着 时 间 的 流逝 ， 他 开始 卷 入 多 次 优先 权 的 争吵 之 














中 ， 与 其 他 科学 家 展开 了 谁 在 什么 时 候 做 了 什么 的 令 人 厌恶 的 争吵 之 
中 。 他 与 他 的 同胞 罗伯特 * 胡 克 及 约翰 * 弗 拉 姆 斯 蒂 德 友 生 了 冲突 ， 但 是 
到 此 为 止 他 所 苍 入 的 最 激烈 的 争论 是 与 莱 布 尼 区 关于 创建 微 积分 的 论 


战 。 

纵 观 这 段 历史 ， 这 一 事件 的 基本 事实 是 这 样 的 。 

(1) 在 17 世 纪 60 年 代 中 期 ， 牛 顿 已 经 发 现 了 他 的 流 数 方法 。 他 在 1669 
年 写 的 一 篇 名 为 《 论 分 析 》 的 论文 中 描述 了 它 ， 到 了 1671 年 这 一 论文 被 
扩充 为 《 论 流 数 方法 》。 这 些 论文 都 是 在 英国 数学 家 中 特定 的 圈子 里 交 
流 的 ， 而 且 没 有 发 表 ， 因 此 并 没有 很 多 人 知道 。 看 这 些 东西 的 人 立即 总 
识 到 和 牛顿 的 强大 ， 有 人 把 他 描述 成 为 "非常 年 轻 .…… 却 是 一 位 非 同 寻 和 名 
的 天 才 和 行家 。?” 

(2) 在 17 世 纪 70 年 代 中 期 ， 也 避 ® 是 足 足 十 年 后 ， 羔 布 尼 次 做 出 了 本 质 
上 相同 的 发 现 。 由 于 一 次 外 交 任 务 ，1676 年 他 来 到 伦敦 ， 看 到 了 一 份 牛 
顿 的 《 论 分 析 》 的 手稿 。 

(3) 大 约束 在 这 个 时 候 ， 羔 布 尼 次 收 到 了 艾 院 克 的 两 封 信 ， 束 是 现在 
所 说 的 《前 信 》 和 《后 信 》， 在 这 两 封 信 中 牛顿 曾 述 了 他 自己 关于 无 穷 
级 数 的 一 些 思 想 以 及 关于 流 数 的 一 些 思 想 ， 但 古 却 相 当 隐 上 星 。 

(4) 1684 年 ， 羔 布 尼 次 发 表 了 关于 微分 学 的 第 一 篇 论文 ， 束 是 我 们 
在 第 D 章 一 开始 介绍 的 那 篇 。 在 这 篇 论文 中 ， 羔 布 尼 次 只 字 没 有 提 到 早 
在 八 年 前 他 看 过 牛顿 的 手稿 或 者 与 他 之 间 的 书信 往来 。 当 然 也 只 字 没 有 
提 到 牛顿 这 个 人 。 
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党。 因为 牛顿 习惯 秘 而 不 宣 ， 所 以 彝 布 尼 获 1684 年 的 论文 坚 无 疑问 就 成 
了 学 术 界 了 解 这 一 优美 学 科 的 源头 。 

显然 ， 两 个 当事人 都 有 错 。 如 果 牛 顿 在 他 的 发 现 与 业 布 尼 次 的 论文 
发 表 的 二 十 年 间 的 任何 时 候 发 表 他 的 研究 成 果 ， 那 么 优先 权 的 问题 也 就 
不 存在 了 。 因 为 他 的 沉默 ， 牛 顿 招来 了 肤 烦 。 对 于 业 布 尼 次 来 说 ， 如 末 
他 承认 接触 过 牛顿 的 文件 ， 那 么 他 就 更 令 人 信服 地 分 至 他 应 该 得 到 的 这 
份 信任 。 攒 借 他 的 沉默 ， 沫 布 尼 次 让 整个 世界 都 相信 他 是 唯一 的 发 现 
者 。 随 着 这 场 争 吵 不 断 升 温 ， 他 不 断 承 受 独 上 自己 的 不 诚实 带 来 的 困扰 。 

沫 布 尼 葡 1684 年 的 论文 发 表 之 后 ， 牛 顿 开 始 抱 扰 优先 权 的 事 ， 而 且 
这 些 牢 驿 渐渐 演变 成 为 一 触 即 有 友 的 愤 仍 。 在 牛顿 看 来 ， 只 有 第 一 发 现 者 
才 有 资格 得 到 认可 即使 那些 发 现 者 花费 了 很 大 努力 来 隐蔽 他 的 工作 以 
避 开 公众 的 视线 ) 。 止 1699 年， 牛顿 1676 年 给 莱 布 尼 茨 的 两 封 信 发 表 ， 
英国 人 都 相信 和 他们 已 经 发 现 了 “ 确 首 的 证 据 ?”， 或 者 说 一 句 当 时 的 行 话 ， 















































即 有 发现 了 “确定 的 武器 ?来 证 明 后 者 的 学 术 旭 禄 行为 。 

在 那 之 后 ， 局 势 逐 渐 恶 化， 一 片 混乱 。 谴 责 之 声 如 潮水 般 涌 来 ， 各 
目 忠 实 的 粉丝 分 别 加 入 这 两 个 主要 人 物 的 阵营 ， 他 们 彼此 之 间 的 唇 枪 舌 
战 弥漫 整个 英吉 利 海峡 。 在 我 们 看 来 ， 这 似乎 相当 不 合适 ， 但 是 我 们 的 
看 法 是 第 三 者 的 看 法 ， 没 有 受到 当时 那 种 激情 的 感染 ， 也 不 会 被 英国 人 
和 他 们 的 欧洲 大 陆 对 手 的 国籍 所 左右 。 

为 了 感受 一 下 这 场 舌 战 的 战况 ， 我 们 看 一 下 双方 投 出 的 手榴弹 。 一 
位 英国 的 牛顿 追随 者 把 这 场 战 役 写 成 1708 声 明 ， 并 不 计 后 果 地 把 它 发 表 
在 旺 家 学 会 的 《哲学 学 报 》 上 : 

所 有 这 些 (R) 都 来 自 于 新 近 非 常 有 名 的 流 数 的 算术 ， 军 无 疑问 
它 征 牛顿 先生 第 一 个 发 现 的 ， 任 何 读 过 他 的 信件 的 人 .……: 都 很 容易 这 样 
确定 ;这 一 计算 后 来 以 不 同 的 名 字 和 不 同 的 记 法 被 茉 布 尼 次 先生 发 表 在 
《教师 学 报 》 上 。10l 
然而 ， 律 师 也 许 会 辩论 说 这 里 没有 明确 指控 旨 禄 ， 但 对 牛顿 思想 的 引用 
以 “不 同 的 记 法 ”“ 后 来 被 莱 布 尼 次 先生 发 表 了 ..………" 意 思 相 当 清 楚 。 茉 布 
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这 是 令 他 终生 遗憾 的 上 诉 。 作 为 回应 ， 星 家 学 会 组 织 了 一 个 委员 会 
来 调 碍 这 场 优先 权 的 和 争论。 他们 的 报告 发 表 于 1713 年 ， 标 题 是 《委员 会 
报告 》， 这 份 报告 从 各 个 方面 都 文 持 了 牛顿 。 它 表明 汪 布 尼 欧 在 1677 年 
之 前 根本 没有 提 到 微 积 分 ， 之 后 他 收 到 了 牛顿 的 信件 而 且 还 看 了 牛顿 的 
手稿 。《 委 员 会 报告 》 的 结论 显然 是 : 业 布 尼 次 偷 取 了 这 位 大 师 的 想 
法 。 然 而 ， 当 人 们 意识 到 牛顿 是 星 家 学 会 的 会 长 ， 而 这 份 报告 大 部 分 都 
是 他 上 自己 写 的 时 ， 这 种 刺眼 的 结论 在 一 定 程度 上 失去 了 它 的 影响 。 

谴责 和 反诉 仍 在 持续 。 不 久 一 份 文 持 沫 布 尼 交 的 匿名 海报 在 这 个 大 
陆 上 出 现 。 在 这 张 海 报 上 ， 你 可 以 发 现 这 样 一 段 话 : 

当 和 牛顿 自己 占有 了 这 份 本 应 属于 第 一 个 太 现 了 微分 学 的 羔 布 尼 次 的 
采 誉 时 ..….... 他 深 受 对 事件 早期 经 过 一 无 所 知 的 吹捧 者 的 影响 ， 也 深 受 对 
奶 求 名 利 的 影响 ， 己 经 得 到 了 本 不 应 该 得 到 的 那 部 分 .…... 他 交 望 得 到 全 
部 ， 这 就 是 他 心理 既 不 公平 也 不 诚实 的 表现 。[ 

由 此 我 们 能 读 出 的 意思 就 是 ， 正 是 他 牛顿 不 诚实 地 抢 了 羔 布 尼 次 的 
风头 ， 而 不 是 反之 。 当 然 这 样 可 笑 的 谴 贡 就 是 牛顿 拒绝 发 表 成 果 所 付出 
的 代价 。 后 来 的 调查 发 现 ， 这 份 匿名 攻击 的 作者 是 戈 特 弗 里 德 " 威 廉 * 沫 
布 尼 次 本 人 ， 对 此 我 们 应 该 不 会 感到 惊讶 。 

反思 过 去 ， 所 有 时 代 中 最 伟大 的 两 个 数学 家 之 间 的 这 种 相互 谍 责 在 
欧洲 知识 史 中 写 下 了 翡 伤 的 一 章 。 如 此 天 才 的 人 传承 下 来 的 这 种 卑鄙 无 
耻 相 互 人 身 攻击 的 行径 不 会 给 我 们 这 些 更 谦逊 的 知识 分 子 市 来 好 影 啊 。 







































































整个 事件 给 牛顿 、 莱 布 尼 茨 、 数 学 乃至 整个 学 术 界 带 来 了 极 大 的 困扰 。 

这 样 极 不 体面 的 争吵 使 牛顿 的 形象 受 损 。 至 少 在 某 种 程度 上 是 这 样 
的 ， 在 接 下 来 的 几 十 年 他 的 注意 力 转 到 了 炼金 术 和 神学 。 

当然 ， 炼 金 术 是 中 世纪 人 们 从 事 的 研究 ， 科 学 家 和 磨 术 师 想 要 把 普 
通 的 化 学 制品 变 成 金子 。 牛 顿 阅 读 了 大 量 关 于 这 一 问题 的 资料 ， 在 他 上 自 
己 制造 的 炉子 旁边 花费 了 大 量 时 间 ， 坚 持 不 懈 地 把 化 学 制品 加 热 ， 然 后 
观察 黄金 闪光 。 然 而 ， 与 他 的 流 数 相 比 ， 他 对 他 的 炼金 术 似乎 更 神秘 ， 
而 且 炼 金 术 的 笔记 最 终 达 到 将 近 一 百 万 字 。 

他 的 神学 作品 同样 是 数量 众多 。 牛 顿 是 仔细 研读 圣经 的 大 师 ， 识 别 
预言 ， 连 结 似乎 不 相关 的 段落 。 他 的 笔记 包含 耶路撒冷 的 神 庙 的 平面 设 
计 图 ， 这 是 他 依据 圣经 的 相关 段落 整合 而 成 的 ， 他 还 发 表 了 诸如 《但 以 
理 书 》 和 《 苇 " 约 翰 局 未 录 》 两 苍 本 等 著作 。 这 显然 是 他 主要 关注 的 一 
六 问题。 

遗憾 的 是 ， 尺 管 无 论 是 数学 还 是 物理 学 都 因 牛 顿 的 著作 而 永远 地 丰 
富 起 来 ， 但 是 他 在 神学 方面 的 遗产 却 没有 保存 下 来 ， 而 且 现 在 把 炼金 术 
土 都 看 成 是 江 糊 骗子 一 类 人 。 人 们 极其 想 知 道 ， 如 果 和 牛顿 对 这 些 事情 投 
入 的 时 间 少 一 些 ， 那 么 牛顿 还 可 能 取得 哪些 科学 成 就 ? 

现在 我 们 说 一 件 事 ， 一 件 只 有 他 这 样 的 天 才 才 能 做 的 事情 ， 即 所 谓 
的 求 方程 的 近似 解 的 “牛顿 方法 >”。 下 面 我 们 描述 的 这 种 形式 精确 说 来 不 
是 牛顿 17 世 纪 60 年 代 发 现 的 那个 方法 。 约 瑟 夫 ,拉夫 还 在 1690 年 和 托 马 
斯 :辛普森 在 1740 年 分 别 对 他 的 技术 加 以 修改 ， 因 此 他 的 技术 传 到 我 
们 ， 在 外 表 看 起 来 已 经 有 某 种 程度 上 的 不 同 了 。 但 是 即使 是 修改 版 ， 其 
精髓 部 分 还 是 他 的 。 

手边 这 个 问题 就 是 整个 数学 中 最 基础 的 问题 之 一 : 求解 一 个 方程 。 
很 多 数学 旅程 最 终 都 要 经 过 这 一 点 ， 然 而 代数 过 程 因 受 限 于 代数 自身 的 
能 力 而 无 法 提供 精确 的 解 。 例 如 ， 二 次 公式 表明 方程 7x?-24x-19=0 的 解 
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但 是 没有 代数 技术 可 以 给 出 下 面 方程 的 精确 解 
x’-3x°+2x?-11=0 
如 果 我 们 真 需要 求解 一 个 这 样 的 方程 该 怎么 办 ? 当 一 位 数学 家 遇 到 这 样 
一 个 不 可 解 的 问题 时 他 怎样 做 呢 ? 
其 策略 是 瞄准 一 个 稍 低 些 的 目标 。 如 果 这 个 方程 的 精确 解 是 不 可 能 












































得 到 的 ， 那 么 我 们 尝试 着 求 一 个 近似 解 。 毕 竞 ， 精 确 到 十 位 小 数 的 解 对 
任何 实际 需要 都 应 该 已 经 足够 了 。 男 外 ， 如 果 这 个 近似 技术 也 相当 简 
单 ， 如 果 它 自身 拥有 自己 的 理论 基础 ， 如 果 它 可 以 被 反复 使 用 从 而 得 到 
更 精确 的 估 测 值 ， 那 么 这 个 过 程 几 乎 可 以 与 它 的 精确 方法 相 媲美 。 还 
好 ， 这 些 性 质 恰 好 是 牛顿 方法 的 特色 。 

在 继续 之 前 ， 我 们 观察 到 上 面 这 两 个 方程 的 右边 是 去。 这 不 是 偶然 
的 ， 因 为 我 们 可 以 保证 在 运用 这 个 方法 之 前 把 方程 变 成 这 种 形式 。 当 
然 ， 只 要 把 所 有 项 都 移 到 等 号 左边 就 可 以 做 到 这 一 点 。 即 不 是 处 理 方 
程 交 +3x=7x?-x*+2， 而 是 让 它 的 项 都 穿 过 等 号 向 左边 移动 从 而 得 到 等 式 

-7x?+x3x +3x-2=0 
因此 得 到 所 需 的 形式 f(x)=0。 在 以 下 的 过 程 中 我 们 都 是 这 样 做 的 。 

此 时 ， 我 们 稍微 需要 一 点 几何 知识 。 考 虑 y=f(x) 的 图 像 ， 如 图 K-1 所 
示 。 求 解 方程 KoO=0 相 当 于 求 函 数 图 像 与 x 轴 相交 时 的 交点 的 x 值 。 这 样 
的 点 称 为 函数 的 x 截 矩 ， 在 图 K-1 中 它 被 标识 为 c。 如 果 我 们 能 够 〈 至 少 
近似 地 ) 确定 c, 我 们 就 将 (至 少 近 似 地 ) 解 得 方程 f(x)=0。 




















牛顿 方法 要 求 我 们 首先 猜测 一 个 解 。 在 图 K-1 中 ， 我 们 把 第 一 个 猜 
测 值 标识 为 x?。 本 质 上 ， 我 们 是 说 xj«c,c 是 实际 解 。 从 图 示 可 以 看 出 这 





个 估 测 值 不 是 非常 好 ， 因 为 xj 比 c 小 很 多 ， 但 是 不 要 担心 。 牛 顿 方法 的 
天 才 部 分 就 是 它 提供 了 一 个 方案 ， 这 个 方案 伴随 我 们 的 每 一 次 使 用 都 能 
改进 这 一 估 测 值 。 

从 水 平 轴 x; 点 开始 ， 垂 直 向 上 看 ， 我 们 在 曲线 y=K) 上 找到 对 应 的 
点 A4。 这 个 点 有 对 应 的 坐标 (xj,f(xy))。 如 图 K-1 提 示 的 那样 ， 我 们 画 出 曲 
线 在 点 A 处 的 切线 。 束 是 在 这 里 微分 学 进入 这 张 图 中 ， 因 为 根据 第 D 
章 ， 这 条 切线 的 斜率 是 这 个 函数 在 点 x=xj 处 的 导数 。 用 符号 表示 ， 这 条 
切线 的 斜率 是 f(xj)。 

现在 ， 想 象 从 左 到 右 沿 着 曲线 下 降 。 最 理想 的 是 我 们 可 以 继续 沿 着 
下 降 的 趋势 走 下 去 ， 直 到 遇 到 这 个 方程 的 精确 解 c。 但 是 ， 因 为 我 们 不 
知道 这 个 精确 解 ， 所 以 我 们 选择 在 点 A 处 离开 曲线 ， 并 沿 着 切线 向 下 移 
动 。 这 条 切线 与 x 轴 的 交点 x 虽然 不 是 精确 的 点 ce， 但 是 至 少 比 我 们 的 第 
一 个 估 测 值 x; 离 点 c 更 近 些 。 

上 文 讲述 了 牛顿 方法 的 几何 本 质 。 但 是 ， 我 们 如 何 用 代数 方法 确定 
PTA MEX ME? 答案 是 从 两 个 不 同 观点 考虑 这 条 切线 并 使 结果 相等 。 
正如 提示 的 那样 ， 这 条 切线 的 斜率 是 导数 f(xy)。 男 外 ， 任 意 一 条 直线 的 
和 斜率 可 以 由 下 面 的 表达 式 给 出 : 


: , ZHET y2 — V1 
eme 水 平移 动 22-2) 
正如 图 像 所 表明 的 那样 ， 这 条 切线 经 过 点 (jflxj)) 和 (x，，0)。 因 此 它 的 


0— f(z1) f(z1) 


Z9 —21 «2 — -L1 
令 和 斜率 的 这 两 个 表达 式 相 等 ， 我 们 求 得 : x. 


f'(a) = 切线 的 斜率 = -LE 


I2 — T1 














所 以 有 
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diii: f'(z1) 
这 表明 
E f (71) 
pr) 


因此 ， 我 们 得 到 了 求 x? 的 表达 式 ， 这 是 c 的 更 好 的 估 侧 值 ， 这 要 依 
赖 于 : (H) 我 们 前 面 猜测 的 x> 的 值 ，(2) 函 数 碍 点 x) 处 的 值 ，(3) 导 数 P 在 点 
xi 处 的 值 。 当 然 ， 我 们 仍 不 知道 c 的 精确 值 ， 但 是 利用 这 个 公式 我 们 就 
可 以 改进 这 个 近似 值 。 

如 果 x2 不 够 精确 怎么 办 呢 ? 我 们 再 一 次 简单 地 运用 整个 推理 过 程 ， 
这 一 次 从 xs 开 始 。 这 一 次 生成 一 个 更 好 的 估 测 值 


f (72) 
f'(z2) 


43 = L3 — 





如 图 K-2 所 示 。 从 图 中 可 以 看 到 ， 我 们 的 近似 解 xs 与 芮 解 c 之 间 的 兰 距 非 
第 小 。 当 然 ， 我 们 还 可 以 再 一 次 运用 这 个 过 程 。 一 般 地 ， 如 果 x 是 第 mn 
步 时 的 近似 值 ， 那 么 这 个 近似 值 是 


f (zn) 


P3 f'(z«) 


这 个 公式 具体 说 明了 我 们 所 说 的 牛顿 方法 。 


— — M m 
Q 半 看 到 的 那样 ， 十 位 小 数 或 者 干 万 位 小 数 都 不 能 给 出 它 的 精确 值 。 然 


EE 
今天 ， 你 可 以 简单 地 使 用 计算 器 让 机 器 做 计算 。 然 而 在 某 种 意义 


下 ， 这 回避 了 一 个 问题 ， 即 计算 器 是 如 何 找到 V2 的 呢 ? 换个 方式 ， 
如 果 是 我 们 的 话 如 何 能 够 得 到 这 个 答案 呢 ? 





最 好 的 方法 是 运用 牛顿 方法 。 我 们 首先 注意 到 V2 Fe Jy REX? = 2X 
者 等 价 地 x<-2=0 的 解 ， 此 时 我 们 已 经 采用 了 形式 f(x)=0， 其 中 fl(x)=x*-2。 
在 第 D 章 ， 我 们 已 经 证 明 x% 的 导数 等 于 2x， 任 意 常数 的 导数 〔( 即 斜率 ) 
等 于 零 。 因 此 (x)=2x-0=2x。 

于 是 ， 牛 顿 方法 说 ， 如 果 x1 是 我 们 对 x2-2=0 的 解 的 第 一 个 估 测 值 ， 
那么 我 们 的 第 二 个 估 测 值 是 





T2 = T1 一 


如 果 我 们 求 得 公分 母 并 化 简 ， 上 面 的 表达 式 变 成 


2x? — (x? —- 2) z?+2 
rz = —+~+ — = +— 
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类 似 的 推理 运用 于 近似 值 x 就 生成 下 一 个 估 测 值 
2 
T4 2 
Ma 
现在 只 剩 下 V2 的 第 一 次 估 测 。 比 较 合 理 的 选择 是 xy;=1。 然 后 ， 我 们 
重复 运用 牛顿 方法 : 
_zi+2 1+2 3 
"UN X a 
13-42  (9/4)-2-2 17/4 17 
本 
 zj--2 (289/144)+2 577/144 577 6 577 
=- ae  — 1/6 i4 17 408 
. . zj--2  (332929/166 464) 十 2 — 665 857 
C724 — STJXA = 470 832 


把 上 面 的 这 些 分 数 都 化 成 小 数 ， 生 成 一 系列 近似 值 


x,=1.000 000 000... 
x571.500 000 000... 
x3=1.416 666 666... 
x471.414 215 686... 
xs=1.14 213 562... 


事实 上 ， 精 确 到 九 位 小 数 时 V2 a 213 562...， 所 以 牛顿 方法 重 
复 四 次 产生 了 九 位 的 精确 度 。 男 外 ， 这 样 一 步 的 结果 是 下 一 步 的 输入 的 
oo 案 被 程序 员 称 为 “循环 *。 它 使 得 牛顿 方法 在 计算 机 上 快速 而 高 

另外 一 个 例子 是 牛顿 自己 的 。 在 1669 年 首次 描述 这 一 方法 的 论文 
《当然 没有 出 版 中 ， 他 给 出 了 一 个 三 次 方程 闻 -2x-5=0。 为 了 求 近 似 
解 ， 我 们 设 fx=x3-2x-5， 因 此 根据 第 D 章 的 微分 法 则 有 f(x)=3x?-2。 于 
是 ， 牛 顿 方法 告诉 我 们 ， 如 果 x, 是 这 个 解 的 当前 估 测 值 ， 那 么 下 一 个 估 
测 值 是 

















f (zn) -— Z&—214—5 2:445 
" PBS " 3:2 一 2 3z2 一 2 
这 里 ， 第 一 个 合理 猜测 值 是 x,=2，f(2)=23 一 2(2)-5= 一 1， 这 个 值 相 
当 靠 近 0。 把 这 一 过 程 运 用 三 次 得 到 
ri 一 2 
2(2°)+5 21 
T? = ad 2 
3(22)—2 10 
ore 3 - £o 
di ASI et a BODE SEIN 
3(2.1)2—2 11.23 
2(2.094 568 121)? +5 23.378 643 93  , DE 
T4 = - — 2.094 551 482 





3(2 2.094 568 121? — 2 11.161 646 84 
所 以 我 们 得 到 近似 解 x=2.094 551 482。 把 它 代 入 到 原来 的 三 次 方程 ， 我 
们 得 到 xX? 一 2x-5=(2.094 551 482)?—2(2.094 551 482)-5=0.000 000 001, iX 
个 值 非常 接近 0。 重 复 三 次 使 用 牛顿 方法 就 非常 简单 而 有 效 地 击 中 了 答 
案 。 他 自己 似乎 也 对 这 个 技术 相当 满意 并 写 道 : “我 不 知道 这 个 求 方程 
解 的 方法 是 否 能 够 广为人知 ， 但 是 可 以 肯定 的 是 与 其 他 人 的 方法 相 比 
较 ， 它 既 简 单 又 实用 .…… 而 且 当 需要 时 很 容易 想到 它 。”[14 














出 于 公正 ， 我 们 还 应 该 提醒 大 家 一 句 : 尽管 有 了 前 面 的 几 个 例子 ， 
但 是 很 多 时 候 ， 在 我 们 使 用 牛顿 方法 时 需要 格外 小 心 。 例 如 ， 考 虑 三 次 
方程 ?=x*+x+1。 如 前 面 的 操作 ， 我 们 把 所 有 项 都 移 到 左边 并 把 它 写 
成 fx)=x°-x*-x-1=0。 第 DD 章 的 导数 法 则 告诉 我 们 f(x)=3x*-2x-1。 
假设 现在 我 们 选 xj=1 作 为 我 们 的 第 一 个 估 测 值 ， 并 把 它 代 入 到 上 面 
那个 关键 公式 得 到 
f(zi) f(1) -2 


T2 = 1| = : z] 


f'(1) f'(1) 0 
但 是 除数 是 0 的 除法 在 任何 数学 过 程 中 都 是 不 允许 的 。 表 达 式 -2/0 没 有 意 
义 。 牛 顿 方法 失败 了 。 

如 果 我 们 返回 到 原来 的 理论 ， 很 容易 发 现 错误 所 在 。 在 图 K-3 中 ， 
我 们 画 出 了 y=fO=x+x-x-1 的 图 像 ， 并 标识 出 第 一 个 估 测 值 x;=1。 
Zyfü)--2. BAT PERI ER C1, -2) ， 画 出 切线 ， 并 设 下 一 个 估 测 值 x2 
是 这 条 切线 与 才 轴 的 交点 。 但 是 此 时 这 条 切线 是 水 平 的 ， 因 此 它 与 x 轴 
因为 这 条 切线 与 x 轴 从 不 相交 ， 因 此 牛顿 方法 需要 的 交点 x 不 存 
Es 




















还 好 ， 这 样 的 瑕 症 很 容易 修正 。 牛 顿 方法 完美 的 特性 之 一 就 是 它 自 
己 包含 修正 机 制 。 我 们 只 需 取 不 同 的 初始 估 测 值 就 可 以 了 ， 例 如 xj=2， 
并 让 这 个 方法 计算 出 一 连 串 近似 值 : 

X5=1.857 142 857 
X3=1.839 544 512 
x471.839 286 812 
x,-1.839 286 755 
己 经 足够 了 ，x=1.839 286 755 以 很 高 的 精确 度 满足 原来 的 三 次 方程 。 

今天 有 一 个 非常 重要 旦 非常 有 用 的 数学 分 支 被 称 为 数值 分 析 ， 它 就 
是 瞄准 了 近似 过 程 的 优点 。 这 门 学 科 已 变 得 非常 巧妙 旦 非常 深入 ， 但 是 
它 的 标志 就 是 牛顿 方法 。 这 是 数学 的 伟大 定理 之 一 ， 也 是 微 积 分 最 广泛 
应 用 的 案例 之 一 。 

我 们 对 牛顿 和 他 的 伟大 数学 生涯 再 说 最 后 一 句 话 ， 来 作为 本 章 的 结 
束 。 如 提 到 的 那样 ， 他 不 是 没有 人 格 缺 陷 ， 有 些 学 者 甚至 把 他 的 神秘 、 
神经 质 的 特性 认为 是 一 种 疯狂 的 迹象 。 但 是 ， 用 莎士比亚 的 一 句 话 解释 
Ui: 即便 这 是 疯狂 ， 那 也 是 有 【和 牛顿 的 ) 章法 的 。 
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数学 家 行列 。 他 的 成 就 无 数 ， 而 超越 所 有 人 的 成 就 是 他 的 微 积 分 的 发 


明 。 
他 与 他 的 同时 代 人 戈 特 弗 里 德 :威廉 , 莱 布 尼 次 一 起 分 享 这 一 荣誉 。 
事实 上 是 莱 布 尼 茨 给 出 了 这 门 学 科 的 明确 的 记 法 甚至 是 名 字 。 然 而 ， 因 
牛顿 发 明了 微 积分 而 把 他 置 于 这 个 名 单 之 首 的 这 些 学 者 们 却 通 常 忽 视 莱 
布 尼 茨 ， 尽 管 他 也 发 明了 微 积分 。 某 种 程度 上 ， 莱 布 尼 茨 似乎 被 遗忘 
了 。 这 不 仅 不 公平 也 很 不 地， 因为 在 很 多 方面 ， 同 牛顿 一 样 莱 布 尼 茨 的 

故事 也 非常 引 人 注 目 。 

1646 年 龙 特 弗 里 德 ,威廉 。 羔 布 尼 次 出 生 于 莱比锡 。 还 是 个 孩子 的 时 
候 ， 他 就 显示 出 广泛 的 阅读 兴趣 ， 而 且 他 似乎 拥有 以 惊人 的 速度 学 习 任 
何 东 西 的 能 力 。 莱 布 尼 将 也 许 是 一 位 最 令 人 难忘 的 学 者 ， 他 十 五 岁 那 年 
进入 大 学 。 三 年 后 他 得 到 了 学 士 和 硕士 学 位 ， 不 久之 后 他 得 到 了 阿尔 特 
道夫 大 学 的 法 学 博士 学 位 。 大 有 会 当 凌 绝顶 ， 一 览 众 山 小 的 气势 。 

与 此 同时 ， 在 剑桥 ， 牛 顿 正在 夜以继日 地 研究 他 的 非凡 的 流 数 。 而 
莱 布 尼 欧 尽管 完成 了 很 多 学 科 的 学 习 ， 但 是 此 时 他 对 数学 还 是 知道 的 很 
少 。 几 十 年 后 他 回忆 说 “1672 年 当 我 到 达 巴 黎 时 ， 我 目 学 了 几何 ， 我 的 
确 对 此 学 科 知 道 的 很 少 ， 对 这 门 学 科 我 没有 耐性 去 看 那 一 长 串 的 证 
明 。* 甚 至 是 欧 几 里 得 对 他 来 说 都 是 个 很 神秘 的 人 物 ， 当 时 他 碰巧 看 
到 了 笛 卡 儿 的 《几何 》， 他 发 现 它 太 难 了 。 四 没有 人 能 够 想到 仅 在 几 年 
内 他 的 诸多 发 现 会 使 他 跻身 于 数学 巨人 之 列 。 

法 律 占 据 了 莱 布 尼 欧 接 下 来 十 年 的 大 好 时 光 。 他 被 雇用 去 做 梅 因 斯 
选 帝 修 的 顾问 ， 并 以 这 一 身份 承担 外 交 使 合 ， 于 1672 年 三 月 前 往 巴 黎 。 
事实 证 明 这 一 工作 是 他 人 生 重要 的 经 历 。 这 位 年 轻 的 外 交 官 醉心 于 他 在 
那里 感觉 到 的 艺术 、 文 学 和 科学 的 活力 。 他 爱 上 了 巴黎 以 及 这 一 时 期 巴 
黎 所 展示 出 的 一 切 ， 爱 上 了 这 个 “太阳 王 ” 的 地 区 。 

在 法 国 首都 居住 的 众多 知识 分 子 当 中 ， 对 莱 布 尼 欧 影响 最 大 的 是 荷 
兰 科 学 家 和 数学 家 元 里 斯 带 安 , 惠 更 斯 (1629 一 1695)。 在 这 一 重要 时 期 ， 
惠 更 斯 充当 着 良师益友 的 角色 ， 他 想 要 评估 一 下 这 位 年 轻 朋 友 的 数学 敏 
感性 ， 于 是 同 莱 布 尼 效 发 出 挑战 ， 要 求 他 解决 下 面 的 无 穷 级 数 的 和 

l l 1 1 l l l 
E X4 a oa a ee NOM 
(第 n 个 分 数 的 分 母 是 前 n 个 整数 之 和 。) 

莱 布 尼 茨 仅 赁 着 自身 的 聪明 而 不 是 过 去 已 有 的 训练 在 实验 几 次 后 把 

这 个 级 数 重 写 成 



























































然后 ， 拒 方 括号 中 的 每 一 个 分 数 表 示 成 两 个 分 数 ， 他 把 上 和 式 右 边 变 成 
al (1-5) +(5-5) + (5-13) * (5-5) Gi) 


( s | . 2|1 2 


因为 方 括号 中 第 一 项 之 后 的 所 有 项 都 消 掉 了 。 用 这 样 的 方法 ， 他 正确 地 
计算 得 到 
SE m db ww — 7 

这 位 数学 新 手 已 通过 了 惠 更 斯 的 测试 。 关 于 这 个 问题 在 莱 布 尼 次 的 
生涯 中 所 起 的 作用 ， 历 史学 家 约瑟夫 。 霍 夫 曼 发 表 了 评论 ， 他 说 :“ 那 个 
例子 如 果 再 稍微 难 一 点 《因此 莱 布 尼 淆 束 解 不 出 来 ) ， 坚 无 疑问 将 熄灭 
他 对 数学 的 热情 。?0] 那 么 成 功 就 不 会 光顾 他 。 

莱 布 尼 茨 不 仅仅 是 解决 了 一 个 问题 。 因 被 无 穷 级 数 所 吸引 ， 他 思考 
了 很 多 其 他 例子 ， 后 来 他 说 对 这 样 一 些 和 的 研究 显然 是 他 发 明 微 积分 的 
关键 。 负 这 已 成 为 莱 布 尼 茨 数学 的 标志 ， 他 就 是 要 寻求 一 个 基本 原则 ， 
这 个 基本 原则 能 够 把 诸多 类 似 问题 组 成 的 一 大 类 问题 统一 起 来 。 在 很 大 
程度 上 ， 他 的 天 才 就 使 他 具备 了 这 样 的 能 力 ， 能 够 发 现 连结 似乎 不 相关 
的 特殊 例子 的 一 般 法 则 。 实 现 这 样 的 分 析 需 要 敏锐 的 智慧 ， 而 莱 布 尼 茨 
当然 拥有 这 样 的 智慧 。 

他 的 工作 的 第 二 个 特点 是 对 好 的 记 法 的 欣赏 。 他 提倡 一 个 收集 了 很 
多 符号 和 法 则 的 “人 类 思维 字母 ”， 如 果 能 够 照 其 行事 ， 它 也 许 会 确保 在 
数学 乃至 日 常生 活 中 做 出 正确 的 推理 。 尺 管 这 一 宏伟 计划 从 来 没有 变 成 
现实 ， 但 我 们 认为 它 是 现代 符号 逻辑 的 前 身 。 即 使 莱 布 尼 次 没有 成 功 地 
符号 化 人 类 的 思维 ,但 是 他 引入 的 微 积 分 记 法 却 一 直 延 用 至 今 。 

在 巴黎 ， 他 的 智力 旅行 不 断 加 速 。 按 照 他 的 习惯 ， 他 的 阅读 范围 很 
广 ， 而 且 他 的 外 交工 作 也 一 定 会 对 此 带 来 影响 ， 但 是 他 还 是 很 快 进入 到 
数学 的 前 沿 阵 地 。 到 了 1673 年 春天 ， 他 正式 开始 他 自己 的 发 明 。 羔 布 尼 
次 回忆 说 :“ 此 时 我 已 经 为 自己 独立 前 进 做 好 了 准备 ， 因 为 我 读 ( 数 
学 ) 几乎 如 同 他 人 在 读 浪漫 故事 一 样 。”[3] 

现在 ， 有 些 发 现 被 认为 是 小 的 好 奇 心 。 例 如 ， 他 解决 了 一 个 定 有 挑 
战 的 问题 ， 找 到 了 和 为 完全 平方 且 其 平方 和 为 完全 平方 的 平方 的 三 个 数 
(这 类 神秘 问题 在 他 那个 时 代 很 流行 ) 。 莱 布 尼 次 发 现 的 数 是 64，152 和 
409， 它 们 的 和 是 64+152+409=625=252， 这 是 一 个 完全 平方 ， 而 它们 的 
平方 和 是 
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这 是 一 个 平方 的 平方 。 他 是 如 何 发 现 这 些 数 的 并 不 重要 ， 我 们 要 强 
调 的 是 : 他 不 是 通过 猜测 得 到 的 。{ 引 莱 布 尼 芯 还 发 现 了 下 面 这 个 古怪 的 
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这 个 公式 不 仅 令 世界 上 茶 些 大 数学 家 感到 困惑 〈 茶 种 意义 上 ， 包 括 他 目 
OC), MADER TES, KRAZE. 

所 有 这 一 切 只 是 羔 布 尼 次 数学 生涯 伟大 篇 章 的 序曲 。 随 着 在 他 巴黎 
的 寓所 工作 的 进展 ， 他 把 他 的 研 完 推 问 深 入 ， 因 此 ， 到 了 1675 年 的 秋 
天 ， 他 已 经 拥有 这 个 “新 方法 ”， 就 是 我 们 现在 所 说 的 微 积分 的 课题 。 这 
段 时 光 对 他 来 说 是 居 快 的 ， 而 对 数学 来 说 是 非常 重要 的 。 当 现代 观光 客 
在 巴黎 的 街道 上 散步 时 ， 他 们 总 是 会 想到 创立 于 这 个 伟大 城市 的 艺术 、 
首 乐 和 文学 ， 维 克 托 * 雨 果 或 图 户 效 - 罗 特 列 殉 这样 的 人 物 好 像 重 生 了 。 
但 是 ， 很 少 有 人 会 意识 到 在 三 个 多 世纪 前 同样 的 林 戎 道 也 见证 了 微 积分 
的 诞生 。 如 果 巴 黎 造 就 了 伟大 的 艺术 ， 同 样 它 也 造就 了 伟大 的 数学 。 很 
少 有 人 意识 到 这 一 点 ， 也 表明 了 沫 布 尼 次 被 严重 遗 乐 了 。 

他 的 外 区 使 合 从 1672 年 开始 持续 到 1676 年 秋天 ， 这 年 秋天 他 回 到 他 
的 祖国 德国 。 正 是 在 德国 他 于 1684 年 发 表 了 微分 学 的 第 一 篇 论文 。 两 年 
后 ， 第 二 篇 论文 介绍 了 这 门 学 科 的 另 一 个 分 文 ， 积 分 学 ， 这 将 是 本 章 剩 
余部 分 的 内 容 。 

正如 我 们 已 看 到 的 那样 ， 微 分 学 研究 的 是 曲线 的 斜率 。 另 一 方面 ， 
积分 学 描述 的 是 曲线 下 面 的 面积 。 提 到 考虑 面积 ， 积 分 所 攻克 的 问题 要 
起 源 于 几 千年 前 。 












































我 们 的 讨论 从 一 个 一 般 函 数 开 始 ， 它 的 图 像 位 于 水 平 轴 之 上 。 积 分 
学 的 目标 是 确定 这 个 坐标 轴 上 的 任意 两 点 间 曲 线 y=KD 下 阴影 部 分 的 面 
只 ， 比如 说 在 图 L-1 中 是 从 左边 的 t=a 开 始 到 右边 的 (=x 之 间 。 在 下 文 
中 ， 我 们 使 用 t 而 不 是 x 表示 自 变 量 ， 这 是 出 于 记 法 的 方便 ， 而 且 事 实证 
明 这 很 有 用 。) 

我 们 前 面 已 经 求 得 诸如 圆 〈 第 C 章 ) 或 者 梯形 (第 H 间 )〉 等 一 类 图 
形 所 围 成 的 面积 。 但 是 那 时 对 于 每 一 个 不 同 图 形 我 们 需要 一 个 不 同 的 公 
式 。 相 对 而 言 ， 积 分 采用 更 一 般 的 视点 ， 寻 找 一 个 统一 的 方法 求 任意 函 
数 界定 的 面积 。 这 是 一 个 更 具 野 心 的 目标 。 

当 你 面 对 某 种 不 知道 的 东西 时 ， 一 个 合理 起 点 就 是 回想 这 样 的 忠 
告 : 答 试 着 把 它 与 已 知 的 东西 联系 起 来 。 因 此 ， 我 们 处 理 这 个 不 规则 的 
阴影 部 分 的 面积 的 方法 就 是 要 通过 处 理 更 简单 的 已 知 图 形 的 面积 开始 ， 
此 时 我 们 从 普通 的 矩形 开始 。 

即 如 图 L-2 所 示 ， 在 点 ty 和 ts 把 a 到 x 的 水 平 区 间 分 成 三 个 更 短 的 线 
段 ， 称 为 子 区 间 。 我 们 把 这 三 个 子 区 间 的 长 度 记 为 

Atj=ty-a, At2=t»-ty, At47x-t 

接 下 来 ， 在 每 个 子 区 间 上 构造 矩形 。 当 然 ， 不 是 任何 窍 形 都 可 以 ， 

因为 它 必 须 与 曲线 y=XD 有 关联 才 可 以 。 所 以 选择 a 到 局 这 个 区 间 上 的 珑 























形 的 高 是 函数 在 tj 处 的 值 。 用 符号 表示 ， 左 边 这 个 矩形 的 高 是 ftj)。 
此 这 个 矩形 的 面积 是 (高 ) x( 底 )=f(t)Aty。 类 似 地 ， 中 间 这 个 矩形 的 
高 是 Kt)， 面 积 是 ft)At2， 而 右边 的 矩形 的 高 是 Kx)， 面 积 是 fx)Ats 

这 样 ， 我 们 可 以 近似 求 得 原来 曲线 下 的 面积 ， 即 它 等 于 这 三 个 矩形 
的 面积 之 和 。 即 

曲线 P 的 ARS HH A AR OZ A= f(t, JAC +f(to) Att f(x) At TE PAIK “MELE 
图 L-1 中 阴影 面积 的 相当 粗略 的 近似 。 如 何 改 进 它 呢 ? 

合适 的 技巧 显然 束 是 取 更 多 更 罕 的 矩形 。 在 图 L-3 中 ， 我 们 把 从 a 
到 x 的 区 间 不 是 分 成 三 个 子 区 间 ， 而 是 分 成 六 个 子 区 间 ，Ati,At,.….Ate; 
然后 分 别 作 其 上 的 六 个 瘦 些 的 矩形 。 于 是 ， 我 们 有 曲线 下 的 面积 s 算 形 
面积 之 和 =f(t)Aty+flt2)Ato+...+f(x)A8 这 是 一 个 改进 结果 ， 因 为 矩形 更 
宕 ， 所 以 这 个 结果 更 接近 曲线 下 的 面积 。 























为 什么 到 6 就 停止 呢 ? 采用 更 一 般 的 观点 ， 把 从 a 到 x 的 区 间 分 成 mn 个 
子 区 间 ， 它 们 是 Atyj,At,.….,At,， 在 每 个 子 区 间 上 构建 矩形 ， 得 到 下 面 的 
近似 值 : 

曲线 下 的 面积 s 和 矩形 面积 之 和 =fty)Aty+ft2)Atot...+fx)At, 

n 越 大 ， 和 矩形 就 越 窄 ， 它 们 对 问题 中 的 面积 的 估 测 就 越 准 确 。 但 是 即使 
有 一 千 个 窄 和 矩形 带 也 不 可 能 给 出 曲线 下 的 精确 面积 。 为 了 使 这 个 面积 
精确 ， 我 们 必须 利用 极限 的 思想 。 

回想 一 下 第 D 章 中 出 现 的 极限 ， 在 那里 它们 对 定义 导数 起 到 了 关键 
的 作用 。 此 时 极限 又 是 积分 的 关键 思想 。 不 要 止 于 一 千 或 者 一 百 万 个 矩 
形 ， 我 们 让 它们 的 数量 没有 限制 地 增加 ， 甚 至 到 了 它们 的 宽度 逼近 零 。 
这 样 做 以 后 ， 我 们 将 定义 曲线 下 的 面积 。 即 

HR F AIAR =lim[f(t, At +f(t-)Ato+...+fCx) At, Doc ERRARE TF 
区 闻 的 长 度 趋 近 于 零 时 的 极限 。 在 取 极 限 之 后 ， 我 们 可 以 把 替换 成 =， 
T 只 ;， 当 取 过 极限 之 后 ， 其 最 终 的 面积 就 是 
TUE fe 

按照 莱 布 尼 茨 的 习惯 ， 他 引入 了 一 个 新 符号 。 他 把 曲线 下 的 面积 表 
示 成 [|， 这 是 “sum” 中 的 拉 长 的 “<S”"， 表 示 和 矩形 面积 和 和。 有趣 的 是 ， 我 们 
知道 他 选择 这 一 记 法 的 日 期 是 :1675 年 10 月 29 日 。[8l] 从 此 以 后 y=f(?) 
在 {=x 和 t=x 之 下 的 面积 表示 成 为 
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f(t)dt 
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这 就 是 积分 ， 它 是 由 上 面 的 窍 形 面 积 的 和 的 极限 定义 的 ， 而 且 求 这 个 积 
分 的 过 程 称 为 积分 法 。 坚 无 疑问 它 是 高 等 数学 的 基础 概念 之 一 。 

下 面 举 一 个 例子 。 假 设 我 们 希望 求 直 线 y=f0)=2t 下 从 {=0 到 t=1 的 面 
只 ， 如 图 L-4 的 阴影 部 分 所 示 。 此 时 这 个 区 域 就 是 简单 的 三 角形 ， 所 以 
我 们 可 以 直接 求 它 的 面积 而 不 必 求 助 积分 学 。 这 个 三 角形 冤 是 1， 高 是 
2， 所 以 它 的 面积 是 














1 1 
—bh = —(2x1)21 
3 2 ) 

我 们 可 以 用 另 一 种 方法 确定 这 块 区 域 的 面积 〈 估 计 能 够 得 到 相同 的 
ER) ， 利 用 积分 求 面积 。 图 L-5 表 明 当 把 从 0 到 1 的 这 个 区 间 分 成 五 个 
相等 的 子 区 间 ， 并 引入 相关 的 窍 形 时 所 得 到 的 情况 。 

显然 这 五 个 矩形 的 面积 之 和 大 于 我 们 要 求 的 三 角形 面积 ， 但 是 至 少 
它 提供 了 第 一 个 估 测 值 。 每 一 个 矩形 的 底 都 是 V5， 它 们 的 高 分 别 是 


(BS) = (ë) = 1(5)=5 1(5)=5 1m? 











因此 
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如 预测 的 那样 ， 这 个 和 显然 大 于 这 个 三 角形 的 精确 的 面积 1。 
注意 ， 在 这 个 推导 的 倒数 第 二 行 ， 我 们 过 到 了 五 个 下 整数 之 和 。 事 
KE, 如 果 我 们 是 把 这 个 0 到 1 的 区 间 分 成 n 等 份 完全 同样 的 推理 表明 


抵 形 面积 之 和 = (3x2)+ (2x2) + (Fx) 4.4 (2x3) 
n n n n n n Tl 
=S(1t243+-4n) 


此 时 我 们 必须 求 n 个 正 整数 之 和 。 还 好 ， 在 第 J 章 中 我 们 的 “没有 语言 的 
证 明 ” 已 告诉 我 们 括号 里 的 和 是 


n(n 4- 1) 
2 


assise, 
2 n(n41) 
矩形 面积 之 和 = — g(1+2+3+---+n)= 4x 


e n? n 1 


CU fa "Un 
用 语言 表述 ， 它 说 的 是 mn 个 矩形 的 面积 之 和 比 1 总 共 大 ln。 

当然 ，n 个 矩形 永远 也 不 可 能 给 出 问题 中 的 区 域 的 精确 面积 。 所 以 
我 们 求 当 n 趋 近 于 无 穷 大 时 的 这 个 和 的 极限 来 得 到 精确 面积 











| 2tdt = lim (矩形 面积 之 和 ) = lim (1+ - ) 
mACO neo \ n 


因为 当 分 母 n 无 穷 增 加 时 ，1Ln 趋 近 于 零 。 

这 就 是 前 面 我 们 用 几何 公式 求 得 的 答案 。 积 分 采用 了 一 个 非常 迁 回 
的 途径 才 得 到 了 相同 的 答案 。 但 是 其 意义 是 ， 我 们 的 几何 公式 只 适用 于 
三 角形 ， 而 积分 的 思想 适用 于 非常 复杂 的 图 形 。 利 用 积分 ， 我 们 可 以 确 
定 抛物 线 、 双 曲线 和 其 他 很 多 已 超出 初等 几何 范围 的 曲线 下 的 面积 。 正 
是 由 于 这 个 方法 具有 如 此 的 一 般 性 才 使 得 它 威力 强大 。 

不 过 ， 当 我 们 的 函数 变 得 更 加 复杂 时 ， 求 矩形 面积 之 和 的 过 程 以 及 
求 极限 的 过 程 也 会 变 得 相当 复杂 。 如 果 我 们 的 目标 是 能 够 自动 且 用 相对 
直 白 的 方法 确定 面积 的 话 ， 那 么 捷径 就 是 关键 。17 世 纪 70 年 代 中 期 在 巴 
黎 期 间 ， 苞 特 弗 里 德 。 威 廉 * 沫 布 尼 淆 找到 了 这 个 捷径 。 

这 个 捷径 就 是 我 们 现在 所 知道 的 微 积 分 基本 定理 ， 它 非常 特别 的 名 
字 预 示 着 这 是 一 个 非常 重要 的 结果 。 这 个 定理 是 基本 的 ， 不 仅 因 为 它 能 
够 把 对 面积 的 评估 转变 成 一 个 容易 的 问题 ， 而 且 还 因为 它 把 表面 上 不 相 
关 的 导数 和 积分 的 概念 联系 起 来 。 这 个 定理 因此 成 为 连接 微 积 分 的 两 个 
分 支 的 重要 纽带 。 

返回 到 一 般 曲 线 y=ftt)。 如 图 L-6 所 示 ， 考 虑 从 t=0 到 t=x 之 间 它 下 面 
阴影 部 分 的 面积 〈 我 们 选择 以 0 为 左 端 点 反映 了 17 世 纪 普 遍 的 习惯 ， 同 
时 也 使 下 文 简单 些 。) 设 F(x) 表 示 这 个 面积 。 即 用 羔 布 尼 次 的 记 法 : 


T 
F(z) = | f (t)dt 

0 
注意 ，F 实 际 上 是 x 的 函数 ， 因 为 当 x 向 右边 移动 的 时 候 ，F(x) 或 者 说 在 0 
和 x 之 间 曲 线 下 的 阴影 面积 也 随 着 变化 。 函 数 F 就 是 一 个 “面积 累加 器 * 函 

数 ， 它 的 值 依赖 于 x 被 向 右边 放置 多 远 。 
我 们 的 目标 是 寻找 关于 F 的 某 类 公式 。 这 样 的 公式 就 能 够 使 得 我 们 

只 需 把 x 代入 到 F 里 就 可 以 确定 这 个 面积 


- f(t)at 
0 


如 果 我 们 能 够 知道 F 的 等 式 ， 积 分 就 自动 完成 了 。 





















































我 们 如 何 去 寻 找 它 呢 ? 真 的 很 奇怪 ， 这 个 技巧 不 是 直接 去 求 F 而 是 
去 求 它 的 导数 。 即 我 们 要 确定 已 ， 然 后 根据 这 个 去 推 有 新 求 F 本 身 的 公 
式 。 这 样 做 好 像 太 费 周折 了 ， 但 是 相 比 其 成 果 这 些 周 折 还 是 很 值得 的 。 

这 里 ， 和 希望 读者 回 到 第 D 章 看 一 下 ， 在 那里 引入 了 寻 数 的 定义 。 根 
据 导 数 的 定义 ，F 的 导数 是 








F(x +h) — F(z) 
h 


所 以 我 们 取 h 的 一 个 较 小 的 值 。 根 据 F 的 定义 ， 我 们 知道 F(x+h) 是 曲 
线 y=f0) 在 {=0 到 (=x+h 之 间 所 围 成 的 面积 ， 就 如 同 F(x) 是 曲线 在 {=0 到 t=x 
之 间 所 围 成 的 面积 。 因 此 ，F(x+h)-F(x)( 这 就 是 上 面 导数 表达 式 的 分 
TO 是 它们 的 面积 之 差 ， 总 之 ，F(x+h)-F(x) 是 图 L-7 中 阴影 带 的 面积 。 

一 般 无 法 确定 这 块 区 域 的 确切 面积 ， 因 为 它 的 上 方 是 以 不 规则 曲线 
T Heo 因此 ， 我 们 没有 办 法 ， 只 能 近似 求解 这 块 区 
ay HA W 。 

为 了 做 到 这 一 点 ， 夯 连接 (x,f(x)) 和 (x+h,f(x+h)) 的 直线 ， 如 图 L-8 所 
示 。 结 果 得 到 一 个 梯形 。 它 的 底 是 fx) 和 fx+h) 而 高 《两 个 平行 底 之 间 的 
距离 ) 是 nh。 因 此， 根据 第 H 章 中 的 梯形 面积 公式 ， 我 们 求 得 


F' (z) = lim 











面积 (梯形 ) = Sh(bi + ba) = SAL f(x) + fle +h) 









阴影 带 的 面积 
= F(z--h)— F(z) 





现在 ， 我 们 使 用 这 个 梯形 面积 近似 求 得 图 L-7 中 的 不 规则 带 的 面积 。 
即 ， 如 果 F 是 面积 累加 器 函数 ， 那 么 
F(x+h)-F(x)= 不 规则 带 的 面积 s 梯 形 的 面积 


= Shit (2)+Fle+h) 





整理 上 式 后 得 


Fír4h)-F() zh fh) raya f(zh) 


mn. AS Wire SAF (x), RIRA- 0 时 这 个 表达 式 的 极限 。 这 
PABST ZR, eS ROBIN TARA BAZ AR A eI So Fh, R 
要 原来 函数 性 质 相当 好 ， 那 么 我 们 就 会 发 现 当 h -0 时 
n Se: 最 后 把 所 有 这 些 结果 结合 起 来 ， 我 们 得 到 微 积分 的 
2 4E : 





F(x +h) — F(z) 





F(z) = lim h 根据 导数 的 定义 
= lim LEFT) 根据 上 面 的 (y 
eS BaP 因为 f(z +h) 一 f(z) 


9 d. 
af l = f(a) 


f 现在 应 该 停 下 来 回 到 我 们 的 问题 。 这 样 长 长 的 推理 实际 上 实现 了 什 
AR 
首先 ， 回 想 一 下 原来 的 目标 : 寻找 下 面积 分 的 一 个 简单 的 表达 式 














我 们 发 现 的 不 是 F 的 等 式 而 是 其 导数 的 等 式 。 而 且 F'(x) 恰 恰 是 fx)， 这 区 
界定 了 我 们 要 求 的 面积 的 函数 。 

为 了 以 不 同方 式 表示 它 ， 我 们 需要 求 y=KD 下 的 面积 。 我 们 从 奔 
始 ， 结 合 这 个 函数 得 到 FF， 然 后 微分 FF( 即 微分 这 个 积分 ) 再 次 得 到 太 
微 积分 基本 定理 说 函数 的 积分 的 导数 是 f。 这 正如 加 法 的 逆 运 算是 减 
法 ， 除 法 的 逆 运 算是 乘法 一 样 ， 和 做 分 与 积分 也 互 为 敢 运 算 。 微 积分 的 这 
人 微分 和 积分 是 同一 枚 硬币 的 两 个 


“我 们 最 后 给 出 两 个 例子 以 示 我 们 之 前 的 努力 都 是 值得 的 。 第 一， 返 
回 图 L-4 的 三 角形 面积 ， 在 那里 我 们 不 得 不 估算 





此 时 ADb=2t， 我 们 设 


e 
F(z)-—1| 2tdi 
0 
微 积分 基本 定理 说 FF'(x)=fx)=2x。 换 句 话 说 ，F 是 导数 为 2x 的 函数 。 但 是 


在 第 DD 章 我 们 已 明确 指出 ?的 导数 是 2x。 es 
从 这 里 开始 ， 图 L-4 的 面积 就 很 容易 求 了 。 我 们 知道 


| 2tdt = F(x) = z^ 


0 
把 x 蔡 换 成 1， 我 们 得 到 


三 角形 的 面积 = | 2tdt = F(1) =17 = 1 








图 L-9 





这 就 是 之 前 我 们 已 经 两 次 得 到 的 答案 。 所 有 事情 似乎 都 是 一 致 的 。 

说 到 第 二 个 例子 ， 我 们 要 回 到 第 B 章 ， 并 回顾 一 下 我 们 对 蒙特 * 卡 罗 
ad ie 我 们 使 用 这 个 概率 来 估 测 曲线 y=8x-x 所 围 起 来 的 湖 的 面积 ， 如 

L-9HTZn o 

利用 刚刚 发 展 的 思想 ， 我 们 可 以 精确 地 确定 这 个 滑 的 面积 。 注 意 ， 
这 是 抛物 线 下 的 面积 。 大 部 分 人 ， 甚 至 是 记得 三 角形 或 者 梯形 面积 公式 
的 人 也 没有 办 法 求 抛物 线 下 的 面积 。 这 恰恰 是 积分 学 的 工作 。 

我 们 把 湖 的 面积 表示 成 : 


8 
(8t — t^)dt 
0 


(在 这 里 ， 表 示 构 成 湖岸 的 函数 时 ， 我 们 使 用 的 变量 是 t 而 不 是 x) 。 引 
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T 
F(z) =| (8t — t”)dt 
0 
对 于 这 个 问题 ，ftD=8t-2， 所 以 微 积分 基本 定理 告诉 我 们 F'CO)=ftx)=8x- 
X2 


” 据 居 第 D 章 的 导数 法 则 以 及 数学 家 所 谓 的 反 导数 ， 我 们 得 到 


e 1 
F(x) = 4x7 一 ao 


这 是 因为 的 导数 是 


4(27) 1(322) = 82 — 2? = f(z) 


3 
于 和 是， 根据 基本 定理 ， 有 
l j 


| (8t — t?)dt = F(x) = 47? 一 2c 
0 3 
所 以 ， 设 x=8， 这 个 湖 的 面积 大 


| i ye 512 
at — tdt = F(R 4(8? 8? 254 85.333 3 


回想 一 下 ， 利 用 蒙特 " 卡 罗 方 法 估 测 ， 这 个 湖 的 面积 是 84.301。 这 个 
结果 非常 近似 刚才 得 到 的 精确 值 gs.333， 这 表明 大 数 定律 和 微 积分 基本 害 
理 都 能 够 正确 计算 。 

最 后 ， 我 们 通过 两 名 忠告 来 结束 本 章 。 首 先 ， 正 如 读者 已 经 看 到 的 
那样 ， 完 整 的 积分 理论 比 我 们 在 这 里 揭示 的 要 复杂 得 多 。 我 们 所 讨论 的 
部 分 相当 粗浅 而 且 不 严格 ， 因 为 其 中 的 例子 都 是 精 选 的 ， 而 且 还 有 很 多 
逻辑 不 足 。 因 此 ， 它 只 能 反映 早期 不 成 熟 的 积分 思想 。 当 后 来 的 数学 家 
充分 掌握 了 这 一 思想 后 ， 他 们 过 到 了 非常 令 人 难以 理解 的 理论 障碍 ， 而 
这 些 障 碍 也 只 是 在 19 世 纪 的 近代 才 得 以 解决 。 

我 们 的 另 一 个 忠告 与 我 们 关系 更 密切 : 戈 特 弗 里 德 " 威 廉 沫 布 尼 次 
有 资格 分 吝 属 于 他 的 汞 焰 。 次 到 历史 的 捉弄 ， 就 是 他 生活 在 牛顿 的 时 
代 ， 如 果 说 牛顿 天 才 这 壬 明亮 的 星星 使 莱 布 尼 欧 在 公众 记忆 中 的 形象 可 
然 失 色 ， 那 么 可 以 证 明 牛 顿 这 颗 明 星 将 会 使 所 有 星星 都 失色 了 。 

但 是 ， 数 学 界 还 是 给 莱 布 尼 次 以 充分 的 肯定 。 与 牛顿 一 样 ， 他 发 现 
了 微分 和 积分 的 伟大 思想 ， 并 且 认 识 到 微 积 分 基本 定理 是 二 者 之 间 的 桥 
梁 ; 与 牛顿 不 同 的 是 ， 他 与 敏 司 的 世界 分 译 了 这 些 成 果 。 因 此 ， 羔 布 尼 
次 局 发 了 其 他 人 ， 特 别 是 伯 努 利 兄 第 ， 通 过 他 们 个 人 的 研究 和 相互 交 
流 ， 他 们 构思 了 今天 我 们 所 知道 的 这 门 学 科 。 就 茶 些 现实 意义 来 说 ， 我 
们 的 微 积分 是 羔 布 尼 次 的 微 积分 。 

该 说 的 都 说 了 ， 该 做 的 都 做 了 ， 在 数学 历史 上 这 样 一 个 重要 时 刻 ， 
重要 的 事实 是 这 两 个 伟大 的 天 才 同 时 发 挥 着 作用 ， 而 不 十 一 个 人 : 牛顿 
和 他 的 同 辜 戈 特 弗 里 德 威 廉 * 汪 布 尼 次 。 
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本 章 有 些 老 套 。 对 整个 团体 的 不 恰当 描绘 有 可 能 带 来 不 公正 ， 甚 至 
很 有 可 能 遭 到 指控 ， 但 我 们 还 是 要 在 此 插 上 几 句 ， 探 讨 一 下 公众 对 数学 


人 物 的 看 法 。 

大 街 上 普 普 通通 的 男男女女 ， 当 他 们 从 任何 方面 去 考虑 数学 家 时 ， 
他 们 往往 都 认为 数学 家 聪明 、 不 实际 、 超 刻板 、 不 善 社 交 、 全 神 贯 注 、 
沉默 守 言 、 近 视 ， 或 者 用 更 综合 一 点 的 形容 词 ， 他 们 有 点 书 呆 子 气 。 这 
是 正确 的 评价 吗 ? 数学 家 真 的 就 表现 出 这 样 的 个 性 特点 ， 还 是 他 们 是 这 
些 流传 的 错误 概念 的 牺牲 者 呢 ? 

几 年 前 ， 受 人 尊敬 的 数学 家 及 作为 教师 特别 受 人 爱戴 的 斯 坦 福 大 学 
教授 乔治 * 波 利 亚 谈 及 了 这 个 问题 。 根 据 一 生 的 经 验 ， 波 利 亚 总 结 出 两 
个 共同 特征 : (1) 数 学 家 们 都 有 些 心 不 在 丰 ，(2) 数 学 家 都 行为 古怪 叫 这 
两 点 提供 了 很 好 的 出 发 点 。 

心不在焉 的 说 法 似乎 一 语 中 的 。 很 多 关于 数学 家 的 民间 传说 都 说 他 
们 总 是 错过 约会 、 投 错 重要 论文 或 者 丢失 有 眼镜。 例如 ， 有 一 个 反复 被 提 
及 的 关于 维 托 尔 德 。 胡 和 尔 维 菊 (Witold Hurewicz) 的 传说 ， 他 是 一 位 非常 有 
名 的 数学 家 ， 他 开 着 车 来 到 纽约 ， 停 好 车 后 去 办 事 ， 然 后 坐 痢 火车 回 家 
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了 偷盗 案 。“ 

波 利 亚 讲述 了 20 世 纪 初 期 新 到 哥 廷 根 大 学 的 一 位 年 轻 的 数学 教授 的 
故事 。 这 位 新 手 希 望 去 受 人 尊敬 的 数学 家 大 卫 * 希 尔 伯 特 的 家 中 表示 一 
下 和 敬意。 他 把 自己 好 好 打扮 了 一 番 ， 然 后 敲 啊 了 和 希 尔 伯 特 家 的 门 ， 应 邀 
进来 做 一 下 简短 的 介绍 。 这 位 年 轻 人 摘 下 巾 和子， 落座， 开始 喉 唆 不 休 地 
说 起 话 来 。 他 很 快 就 超过 了 款待 他 的 时 间 。 希 尔 伯 特 正 全 神 贯 注 地 思考 
一 个 令 人 费解 的 数学 问题 。 就 这 样 过 了 几 分钟 后 ， 和 希 尔 伯 特 党 得 上 自己 已 
经 想 得 很 明白 了 。 于 是 他 站 起 身 来 拿 起 这 位 年 轻 人 的 帽子 ， 客 气 地 说 了 
声 再 见 束 离开 了 。 你 也 许 能 够 猪 测 到 这 位 客人 的 反映 ， 采 采 地 一 个 人 华 
在 这 位 教授 的 客厅 里 。3 

那些 心 不 在 看 的 数学 家 的 传说 肯定 不 只 局 限于 20 世 纪 。 阿 基 米 德 就 
是 在 洗 深 时 做 出 了 重要 的 发 现 ， 全 和 里 赤裸 地 跳出 浴池 ， 兴 奋 无 比 地 在 大 
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里 工作 非常 投入 ， 以 至 于 态 记 吃 给 他 送 来 的 饭 。 有 时 ， 当 他 在 餐厅 走动 
时 ， 和 牛顿“ 漫不经心 地 走 着 ， 吸 拉 着 鞋 ， 袜 子 也 没 穿 好 ， 披 着 一 件 大 日 
袍 ， 头 发 根本 没有 梳理 过 >。 因 

还 有 19 世 纪 伟 大 的 心 不 在 址 的 数学 家 之 一 ， 德 国 的 彼得 . 古 斯 塔 夫 。 
勒 热 纳 * 狄 利克 雷 。 狄 利 殉 雷 是 哥 廷 根 大 学 数学 教授 高 斯 的 继承 人 ， 人 
们 经 党 不仅 把 他 摘 述 成 心 不 在 看 ， 而 且 还 说 他 是 “出 了 名 地 ”心不在焉 。 
据说 狄 利克 雷 过 于 全 神 贯 注 ， 因 此 和 态 记 告诉 他 的 杀 家 他 们 的 第 一 个 孙子 
出 生 了 。 后 来 这 位 爷爷 知道 了 这 个 消息 后 ， 非 常生 气 ， 于 是 发 牢骚 说 狄 
利克 雷 至 少 应 该 会 写 “2+1=3” 吧 。b 直 到 死 ， 狄 利克 雷 的 大 脑 也 没有 离 









































开 研 究 ， 的 确 是 一 位 把 心 不 在 志 发 挥 到 极 至 的 人 。 

许 许多 多 这 一 类 故事 似乎 在 说 走神 是 数学 家 们 遭受 的 一 种 长 期 的 困 
扰 。 然 而 ， 并 不 是 每 个 人 都 相信 这 一 点 ， 所 以 为 了 公平 起 见 ， 我 们 简要 
地 提 一 下 利兹 大 学 的 约 台 * 鲍 尔 斯 的 反面 观点 。 在 一 篇 谈 及 数学 家 发 不 
的 具有 争议 的 文章 中 ， 鲍 尔 斯 非常 直 白 地 发 表 了 下 面 的 言论 ， 力 挺 这 些 
非常 胎 明 的 群体 ， 他 说 :“ 认 为 数学 家 心 不 在 融 的 想法 是 绝对 错误 的 。 
有 一 个 权威 性 证 明显 示 他 们 不 是 ， 但 是 遗憾 的 是 在 这 里 不 能 提供 这 个 证 
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严肃 的 数学 家 们 遭受 这 种 疾病 的 困扰 是 不 足 为 奇 的 。 毕 竞 他 们 每 天 
都 在 思索 最 抽象 的 概念 、 基 无 情 的 逻辑 、 最 难以 应 对 的 挑 成 。 一 般 的 学 

觉得 持续 一 个 小 时 只 研究 一 个 问题 是 一 件 耗 神 的 事 ， 但 是 很 多 人 又 如 
何 能 够 想象 持续 儿 个 月 甚至 几 年 去 攻克 这 样 一 个 任务 呢 ?” 这 必要 的 精力 
集中 是 令 人 敬 长 的 ， 而 心 不 在 融 也 是 一 种 必然 的 结果 。 正 是 心不在焉 的 
牛顿 说 他 仅 通 过 “不 断 地 思考 ”做 出 了 伟大 的 发 现 。 























当 人 花 几 年 时 间 不 断 地 思考 诸如 素数 分 解 或 者 角 的 三 等 分 等 问题 
时 ， 就 不 会 奇怪 他 们 忽视 了 他 们 的 头发 一 类 的 事情 。 与 数学 永恒 的 美 相 
比 ， 物 质 世 界 开始 显得 如 此 乏味 ， 如 此 反复 无 常 ， 如 此 地 短暂 。 因 此 ， 
数学 家 扎 记 取 车 就 没有 什么 可 惊讶 的 了 ; 的 确 ， 他 们 经 常 志 记 他 们 自己 
人 
领域 。 

正如 上 面 提 到 的 那样 ， 波 利 亚 还 认为 数学 家 都 是 行为 古怪 的 人 。 这 
也 许 是 一 个 一 目 了 然 的 情况 ， 因 为 任何 人 ， 当 他 用 毕生 精力 去 考虑 这 些 
素数 或 三 等 分 问题 时 ， 他 们 束 会 不 由 自主 地 表现 出 一 定 程 度 的 古怪 。 当 
然 ， 表面 上 ， 大 多 数 数学 家 的 行为 举止 很 正常 ， 与 银行 家 及 律师 没什么 




















两 样 。 但 是 对 于 训练 有 和 又 的 观察 家 ， 某 些 迹象 就 会 出 卖 他 们 。 

其 中 一 个 例子 就 是 他 们 的 服饰 。 似 乎 很 清楚 ， 数 学 家 们 选择 服饰 时 
独眼 于 舒服 而 不 是 亚 式 。 诸 如 男人 的 领 弟 一 类 非常 死 唐 的 习惯 时 尚 对 不 
折 不 扣 的 理性 数学 家 来 说 也 许 是 令 人 丑 称 的 。 人 们 发 现 他 们 很 少 着 装 丝 
绸 服饰 或 者 灰色 法 兰 绒 西 装 ， 而 是 喜欢 穿 棉 衬衫 ， 后 面 印 有 诸如 
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2 
e t dz = 一 一 
0 2 
这 样 的 题字 。 很 多 人 对 鞋 的 选择 是 凉鞋 加 黑 短 袜 。 还 有 另外 一 些 人 说 ， 
所 谓 打 扮 就 是 穿 上 一 双 新 运动 鞋 。 

就 此 ， 我 们 应 该 提 一 下 一 幅 数 学 家 的 漫画 ， 他 和 穿着 实验 室 的 白 大 
裕 ， 站 在 写 满 符号 的 黑板 前 。 事 实 上 ， 数 学 家 花 很 长 时 间 注 视 着 黑板 上 
的 符号 。 但 是 他 们 从 来 不 罕 实 验 室 的 白 大 裤 。 这 样 的 外 表 在 数学 家 身上 
是 不 会 出 现 的 ， 束 和 像 在 相 扑 场 上 看 不 到 控 足 手 这 样 的 外 表 一 样 。 漫 画 
家 ， 记 下 来 吧 。 

TRE, APRA SHAH. Hair BA i et AS AY ETE se 
束 ， 也 许 因 为 修 面 没有 用 《〈 如 果 男 人 们 需要 净 面 ， 那 么 为 什么 总 是 有 人 小 
胡须 从 下 巴 上 长 出 来 呢 ?)〉，。 常 识 表 明 ， 大 约 有 50% 的 男性 数学 家 是 一 
脸 的 胡须。 只 有 这 样 的 地 方 ， 你 才 可 能 遇 到 更 多 大 上 胡子， 那 束 是 圣诞 集 
会 ， 或 者 是 《屋顶 上 的 提琴 手 》 的 谢幕 上 。 

还 有 就 是 眼镜 。 这 非常 普遍 。 有 多 少 次 当 数 学 家 发 有 呆 时 ， 他 们 把 自 
己 的 眼镜 放 错 了 地 方 ， 但 是 总 体 上 ， 还 是 可 以 看 到 他 们 是 戴 着 自己 的 眼 
a err a eee eee nae 
边 形 。 

人 们 还 知道 数学 家 都 有 与 众 不 同 的 幽默 感 ， 是 常常 被 说 成 “干燥 ”的 
那 种 幽默 ， 也 许 被 说 成 <* 财 二 ”的 幽默 更 精确 。 接 下 来 再 把 这 种 幽默 分 成 
两 个 范畴 ， 这 里 分 别 把 它们 称 为 “低级 ”数学 幽默 和 “高 级 ”数学 幽默 。 

低级 幽默 指 的 就 是 有 意 使 数学 术语 发 生 混 消 。 在 过 去 的 十 几 个 世 
纪 ， 数 学 家 们 已 经 生成 很 多 专业 术语 。 其 中 一 些 术 语 ， 如 同 伦 或 者 是 微 
分 同 胚 等 只 局 限于 少数 专家 享用 。 而 另外 一 些 ， 如 窍 阵 、 参 数 等 已 经 成 
为 普通 语言 ， 在 日 常事 务 中 它们 经 常 被 用 错 。 然 而 ， 还 有 一 些 情况 ， 日 
常生 活 中 的 词汇 被 借用 或 引用 到 数学 家 的 词典 中 来 。 但 它们 有 非常 精确 
的 数学 意义 ， 例 如 域 、 群 和 束 等 。 

所 有 这 一 切 使 得 数学 家 能 够 高 兴 地 把 这 些 词汇 的 专业 含义 与 这 些 词 
汇 的 通常 意义 交换 。 他 们 把 同行 的 集合 称 为 “有限 群 >， 并 发 出 会 心 的 笑 
声 。 他 们 把 双胞胎 的 集合 描述 为 不 相等 但 * 同 构 ”。 当 情况 取得 进展 时 ， 
































数学 家 就 说 它 有 一 个 “ 正 导数 ”。 

数学 家 还 利用 近 音 词 开玩笑 。 每 个 人 都 会 听 说 过 这 样 的 笑话 ， 把 单 
词 “ 笠 边 ” 用 一 种 大 型 哺乳 动物 的 名 字 来 代 奉 。 和 数 r 也 许 是 取笑 烤 制 甜 
点 (pie) 的 最 常用 的 恶搞 双关 语 (参见 第 C 间 中 的 漫画 ) 。 在 第 G 章 对 
《几何 原本 》 的 讨论 中 ， 我 们 极力 元 制 着 才 没 有 使 用 那个 被 滥用 但 叉 非 
常 优美 的 副标题 “这 里 在 观察 正常 锁骨 ”出 。 

驻 好 ， 还 有 远 比 这 些 低级 的 双关 语 更 高 级 的 数学 幽默 。 它 们 通常 涉 
及 一 些 曲解 逻辑 的 事情 。 稍 稍 考虑 一 下 ， 就 可 以 由 某 些 逻辑 矛盾 产生 这 
样 的 幽默 。 人 逻辑 苔 驭 者 的 数学 家 们 发 现 当 人 逻辑 这 辆 车 挥 轮子 时 很 有 趣 。 

我 们 先 举 一 个 波 利 亚 的 例子 。 晚 年 回首 一 生 ， 流 利 亚 回顾 了 他 对 哲 
学 这 门 学 科 的 长 期 影响 ， 并 写 道 :“ 谁 是 哲学 家 ? SRE: 哲学 家 是 这 
样 的 一 个 人 ， 他 知道 所 有 事 却 不 知道 其 他 任何 事 。”L 引 这 一 妙语 是 数学 
家 们 觉得 很 有 趣 的 一 种 逻辑 变通 。 

物理 学 家 沃 尔 夫 冈 , 泡 利 说 了 一 句 类 似 的 话 。 泡 利 才华 超人 ， 但 同 
时 也 非 芝 傲慢， 一 次 在 讽刺 一 个 新 同僚 时 ， 他 说 了 一 句 非 常 滑稽 的 
话 : “他 太 年 轻 ， 而 且 早 已 太 无 名 了 。?] 此 外 ， 还 有 斯 蒂 芬 博克 对 一 个 
隐士 和 他 的 梦想 的 描述 :“ 杰 只 知道 从 书本 中 获得 学 识 ， 但 目 己 一 点 都 
MEEKER. H 

这 种 逻辑 的 使 用 或 误 用 在 数学 家 享 利 * 受 恩 的 故事 中 也 表现 得 很 充 
分 ， 据 说 享 利 * 曼 恩 开 车 带 几 个 同事 到 闻 注 那 提 参加 学 术 会 议 。 由 于 不 
熟悉 痒 辛 那 提 的 街道 ， 曼 恩 迷 路 了 ， 他 的 同事 尽管 很 不 安 ， 但 仍然 保持 
安静 ， 终 于 他 们 意识 到 他 已 经 错误 地 进入 单行 道 。 但 是 曼 恩 不 理 皮 他 们 
的 警告 。 他 说 这 条 街 不 可 能 是 单行 道 ， 因 为 他 们 的 车 一 直 沿 着 一 个 方 回 
前 进 ， 而 且 其 他 很 多 交通 工具 都 从 另 一 个 方向 向 他 们 驶 来 。HH 

这 些 都 是 完全 颠覆 了 逻辑 的 例子 。 下 面 这 个 故事 的 幽默 在 于 英语 发 
音 的 不 合 逻 辑 。 波 兰 数学 家 马克 * 卡 次 移民 来 到 美国 ， 并 设法 掌握 有 时 
候 令 人 费解 的 英语 。 令 他 着 急 的 是 那些 结尾 拼写 相同 却 有 不 同 发 音 的 单 
词 。 人 例如， 结尾 的 “ow” 有 时 候 发 长 音 O 如 在 grow 或 know 中 ， 而 有 时 候 同 
样 的 结尾 却 发 音 完 全 不 同 ， 如 在 cow 或 how 中 。 当 然 ， 单 词 bow 却 有 两 个 
不 同 的 发 首 ， 结 合 了 这 两 种 情况 中 最 糟糕 的 部 分 。 

一 直 与 这 一 现象 搏斗 的 卡 深 教授 突然 意识 到 snowplow 更 加 稀奇 古 
怪 ， 因 为 同样 的 “ow”* 在 同一 个 单词 中 却 有 两 个 不 同 的 发 音 。 注 意 到 这 些 
之 后 ， 他 格外 小 心地 去 回忆 它 的 不 合 逻 辑 的 发 音 。 壮 憾 的 是 ， 他 却 把 这 
两 部 分 的 发 首 交 换 了， 把 本 来 与 gYow-cow 有 相同 韵律 的 snowplow 按 cow- 
grow 的 韵律 念 了 出 来 。021 

最 后 ， 是 另 一 个 别 有 风 趣 的 故事 。 在 一 次 数学 会 议 的 会 下 ， 一 位 年 
轻 的 崇拜 者 向 著名 的 数学 家 宾 (R.H.Bing) 要 签名 。 拿 着 宾 的 签名 ， 她 让 





















































男 一 位 著名 数学 家 保罗 * 哈 尔 葛 斯 在 同一 张 纸 上 签名 。 然 后 她 手 里 拿 着 
这 张 如 同 数 学 论文 的 东西 让 下 面 的 数学 家 一 一 签 了 他 们 各 上 自 的 大 名 : 吉 
尔 但 特 和 苏 利文 ， 露 丝 和 格 里 格 ， 西 斯 科 尔 和 伊 伯 特 。 

当 她 把 这 份 奖品 给 她 的 一 位 同事 看 时 ， 这 位 同事 立即 说 : “我 出 25 
美元 ， 你 把 它 给 我 吧 。? 此 时 ， 必 一 位 更 聪明 的 数学 家 突然 冒 出 一 
句 :“ 很 好 ， 但 如 果 你 让 我 在 这 些 人 的 下 面 号 上 我 的 名 字 ， 我 出 50 美 
T” 


以 上 这 些 例子 展示 了 数学 家 之 间 所 有 时尚 的 一 种 幽默 。 略 加 思索 ， 普 
裔 的 反映 不 一 定 是 对 这 样 的 幽默 发 笑 ， 而 是 很 欣赏 它 。 数 学 幽默 既 不 是 
下 流 话 也 不 是 闹剧 ， 而 往往 是 非常 理智 的 。 有 人 猜测 《活宝 三 人 组 》 粉 
丝 俱 乐 部 几乎 没有 数学 家 。 

如 果 服 装 和 幽默 、 古 怪 和 心不在焉 让 数学 家 与 众 不 同 ， 那 么 他 们 共 
同 的 特性 可 以 看 成 是 某 种 防御 机 制 。 他 们 确实 是 在 数字 中 寻找 力量 。 

例如 ， 人 们 普 裔 有 这 样 的 印象 ， 数 学 家 只 不 过 是 会 计 师 ， 他 们 日 复 
一 日 地 把 一 列 数 加 起 来 。 数 学 家 和 诗人 乔 安妮 。 格 罗 尼 面 对 这 样 的 看 
E DL ME 

误解 

啊 ， 你 是 一 位 数学 家 ， 
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然后 ， 他 们 说 ， 
我 可 以 雇用 你 为 我 记 账 。 


我 思考 了 一 下 账目 ， 
偶尔 ， 
我 自己 记 账 ， 
就 像 偶尔 清扫 高 高 的 架子 上 的 灰尘 一 样 。03] 
人 们 误解 了 数学 家 吗 ? 肯 定 是 。 他 们 被 轻视 了 吗 ? 坚 无 疑问 。 当 茶 
人 被 介绍 说 是 一 位 数学 家 时 ， 束 时 常会 昕 到 下 面 这 两 条 评语 “我 讨 大 数 
ee gee ero eee ne 
f =e 
AAT BUF FS ETE BPE VEO A ME? 为 什么 很 多 人 都 把 这 门 
学 科 看 成 如 同 没有 麻醉 的 眼 外 科 一 样 呢 ? 他 们 是 不 是 在 童年 受到 数学 家 
的 刺激 了 ? 调查 之 后 ， 你 会 发 现 数学 妨 惧 症 的 两 个 共同 源头 : 要 不 就 是 
这 位 回答 的 人 有 一 个 可 怕 的 数学 老师 ， 要 不 就 是 他 已 经 认识 到 他 本 里 的 
确 缺 少数 学 才能 。 
前 者 ， 即 没有 好 老师 的 借口 相当 普遍 ， 而 且 相 当 值 得 关注 。 起 记 诸 












































如 目 己 的 结婚 纪念 日 或 者 总 统 名 字 的 那些 人 却 能 够 非常 清楚 地 记得 十 几 
年 前 讨厌 的 代数 老师 。 琢 斯 先生 或 者 史密斯 女士 是 人 否 如 说 的 那样 芮 的 非 
人 
门 反省 。 

然而 ， 昌 然 成 千 上 万 的 人 以 粳 糕 的 数学 老师 为 借口 ， 更 普 所 的 解释 
则 是 , “我 从 来 学 不 好 数学 ， 也 永远 不 想 学 数学 ”。 这 和 是 每 一 位 数学 教师 
听 到 过 上 百 次 的 自白 。 它 暗示 数学 的 好 坏 是 一 种 遗传 。 正 如 录 些 人 一 出 
EmA WREEF EA- HERA FAFS AE WRR ERE 
如 此 ， 那 么 你 注定 是 一 个 数学 不 行 的 人 ， 没 有 什么 能 够 改变 这 种 命运 。 

不 太 容 易 消 除 人 们 的 这 种 观念 。 在 数学 上 遇 到 困难 的 人 马上 下 结论 
说 ， 这 种 失败 是 因为 他 们 的 命运 所 致 ， 而 不 是 因为 他 们 目 己 。 很 少 有 人 
会 提出 相反 的 结论 ， 那 就 是 稍微 用 功 学 习 就 好 。 

所 以 ， 数 学 家 遭 到 猛烈 的 攻击 。 其 他 学 科 的 同仁 很 少 过 到 这 样 的 状 
况 。 很 难 想象 在 历史 课 上 会 有 下 面 这 样 的 交锋 : 

教授 ; “乔治 ， 内 战 时 期 的 美国 总 统 是 谁 ?” 

乔治 :“ 咽 .…… 咽 .…… 嗯 .………. 很 抱歉 ， 教 授 ， 我 从 来 学 不 好 历史 。” 

遗憾 的 是 ， 有 些 人 一 边 喊 着 数学 恐惧 一 边 又 很 珍爱 它 。 即 便 是 对 受 
过 高 等 教育 的 人 来 说 也 是 如 此 。 如 采 一 位 数学 家 吹 星 说 他 从 来 没有 读 过 
一 句 诗 ， 那 么 他 会 被 人 们 贴 上 无 知 蕊 人 的 标签 。 然 而 ， 承 认 上 自己 是 数学 
盲 的 诗人 经 常 以 顶 着 这 顶 文 旱 帽子 而 感到 很 自 聚 。 真 是 不 公平 。 
uc USUS UE SIE 
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独 天 。 一 名 生物 学 家 站 到 钢 付 的 前 面 ， 正 加 一 名 全 神 贯 注 的 听众 讲解 科 
砚 多 巨 蜥 的 进食 习性 ， 而 此 时 沙发 荔 边 一 些 人 正在 热烈 讨论 着 加 利 福 尼 
亚 葡 萄 酒 的 酒 香 。 这 些 话 题 不 仅 对 专业 人 士 来 说 可 以 理解 ， 对 一 般 的 听 
众 来 说 也 能 理解 ， 甚 至 对 那些 非 候 虫 学 家 或 大 厨 来 说 也 能 理解 。 

交谈 突然 停 了 。 在 一 个 角落 里 ， 一 名 数学 家 喝 了 一 口 痿 汗 无 酒精 饮 
FL, ATU TR PS = fal, Hs 


| e~t dz = vm 
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交谈 停止 。 玻 璃 容器 碰撞 声 没有 了 。 出 现 了 和 死 一 般 的 沉静 。 人 们 看 
表 的 看 表 ， 找 外 套 的 找 外 套 。 很 多 人 露出 恐惧 的 样子 。 铂 对 结束 了 。 
事实 上 ， 上 面 的 公式 
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不 仅 是 正确 的 ， 而 且 是 我 们 理解 正 态 概率 分 布 的 关键 。 而 正 态 概率 分 布 
则 是 统计 推断 的 核心 。 医 学 研究 、 投 票数 据 以 及 其 他 很 多 重要 问题 都 依 
赖 于 这 个 公式 的 正确 性 。 因 此 ， 它 比 科 莫 多 巨 晰 和 佐餐 葡萄 酒 对 现代 生 
活 意 义 更 重大 。 然 而 ， 几 乎 没有 非 数 学 人 士 对 这 一 串 符 号 所 蕴含 的 威力 
表现 出 哪怕 是 些许 的 感激 之 情 。 只 有 那些 数学 家 才 真 正 < 了 解 ”。 作 为 一 
个 团体 ， 他 们 必须 尽 最 大 可 能 去 应 对 公众 对 他 们 的 不 理解 。 生 活 真是 很 
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DUE. "UAMAGESU— BEA aR, AERAR, BU ABA 
PROBUS. FR EE AE, (AA AA Ee SECUS SERI EH 
Kes WRN ILE AB T= HUE RE EBA UA BZ 
话 ; eRe ARDEI GAZ) A, BAMA 
打赌 ， 你 面前 的 这 些 人 是 研究 数学 的 。 请 对 他 们 友善 些 。 
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山 原 文 是 “Here's looking at Eu-Clid” 其 中 eu 在 医学 上 是 正常 之 意 ， 而 did 
在 医学 上 是 锁骨 之 意 ( 通 常用 于 前 级) 。 PEE 
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这 一 章 要 讲 一 个 特殊 的 数 和 它 永恒 的 伴侣 自然 对 数 的 故事 ， 这 个 数 


记 为 e。 街 看 起 来 ， 它 们 既 不 特殊 也 不 上 自然。 相反 ， 直 和 觉 告诉 我 们 它们 
似乎 没有 什么 意义 。 我 们 的 目标 是 去 解释 其 中 的 原因 ， 此 时 直觉 是 错误 


的 。 

我 们 先 从 e 开 始 。 当 然 , “e”* 是 英语 字母 表 中 的 第 五 个 字母 ， 但 是 数 
学 家 的 e 是 一 个 实数 ， 其 十 进 制 表示 为 2.718 281 828 459 045...。 尽 管 每 
个 人 都 知道 这 个 在 英语 中 使 用 最 频繁 的 字母 “是 不 可 或 缺 的 ， 但 是 非 
数学 人 士 也 许 惊 讶 于 数学 中 的 “e” 同 样 是 不 可 或 缺 的 。 为 什么 这 个 比 2.75 
略 小 的 数 要 比 其 他 任何 数 ， 比 如 2.123 79... 或 者 3.554 19... 或 者 其 他 的 普 
通 的 十 进 制 数 ， 都 重要 呢 ? 

在 回答 这 个 问题 之 前 ， 我 们 必须 解释 e 是 如 何 定义 和 计算 的 ， 也 就 
是 它 是 从 哪里 来 的 。 它 有 两 个 来 源 ， 但 是 它们 是 逻辑 等 价 的 ， 一 个 是 极 
限 ， 一 个 是 无 穷 级 数 。 首 先 我 们 讨论 极限 定义 模式 。 

考虑 下 面 的 表达 式 





(1+1/k)k 

其 中 k 是 一 个 正 整 数 。 如 果 k=2， 我 们 有 
(1+1/2)*=(1.5)*=2.25 
如 果 k==5， 我 们 得 到 
(1+1/5)°=(1.2)°=2.488 32 
如 果 k=10， 
(1+1/10)10=(1.1)10=2.593 74... 

等 等 。 数 学 家 总 是 准备 着 把 某 些 事情 推 到 极限 ， 设 k 无 限 增 大 ， 并 定义 


1 k 
= |i Lts 
" üm (1+ 5) 
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算 圳 的 帮助 下 ， 我 们 得 到 e 的 十 进 制 展开 的 前 几 位 : 








k 
1 1 
1 十 一 1 十 一 
k m (1+;) 


10 1.1 2.593 742 46--- 
100 1.01 2.704 813 83. -- 
1000 1.001 2.716 923 93 -- 
1 000 000 1.000 001 2.718 280 47 --- 


1 000 ‘ig 000 1.000 000 001 2.718 ing 83--- 


oo e 
显然 ex2.718 281 83. 
再 稍稍 做 一 些 工 作 就 可 以 证 明 更 一 般 的 结果 : 
公式 A 


| TN\E | 

lim 1+ Z) = et 
Ek—oo k 

在 上 面 的 公式 中 ， 当 我 们 取 k-w 时 的 极限 时 ， 原 本 括号 里 面 的 x 变 

成 了 e 的 需 。 注 意 ， 如 果 我 们 设 公 式 A 中 的 x=1， 我 们 就 回 到 了 前 面 的 结 


R 
1 k 
] —- — 1 = 
jim (1 十 =) e e 


生成 e 的 第 二 个 方法 是 求 下 面 无 穷 极 数 的 和 
gd 
"Mm e 
2 6 24 120 720 
其 中 ， 分 母 是 我 们 在 第 B 章 中 所 介绍 的 阶乘 。 在 这 个 级 数 中 加 入 越 多 的 
Ju. AX DUE Ye B. 
当然 ， 这 两 个 生成 e 的 公式 看 起 来 差异 很 大 。 然 而 ， 可 以 证 明 


| EN oe a ee 3 
dn (1+3) “ite tat ata a 
因此 ， 估 测 下 面 的 式 子 是 很 有 启发 意义 的 。 


1 l I l l l 1 1 ] 1 l 
l4 + + + 4 本 一 十 于 十 下 mm 小 mn 小 
MH 25 ee 45 8 I 8L 9 SW Hd 


上 面 这 个 和 是 2.718 281 83， 这 是 由 上 面 的 极限 定义 的 e 的 一 个 相当 精确 
的 近似 值 。 























于 是 ， 使 用 这 种 级 数 的 方法 ， 我 们 可 以 求 e 的 任意 次 需 ， 换 句 话 
说 ， 对 于 任意 的 x, 通 过 下 面 的 方法 求 得 ex。 
公式 也 

I+ it ort TEE Ri Wd. 

例如 ， 为 了 估 测 e， 我 们 把 x=2 代 入 到 公式 B 中 ， 并 把 比如 说 前 十 二 
项 加 起 来 。 其 实 这 就 是 当 我 们 在 科学 计算 占 上 按 下 数字 2， 再 按 下 ex 键 
时 它 所 做 的 ， 我 们 可 以 看 到 输出 : e?=7.389 056 099.... 

在 数学 历史 中 ， 与 这 个 e 关 系 最 密切 的 就 是 莱 昂 哈 德 欧 拉 ， 我 们 已 
经 在 第 E 章 中 遇 到 过 他 ， 贯 穿 全 书 的 其 他 什么 地 方 我 们 也 会 遇 到 他 。 正 
是 欧 拉 为 这 个 常量 选择 了 这 个 符 写 ， 也 是 他 领会 到 了 这 个 常量 的 重要 
性 。 在 图 N-1 中 ， 重 现 了 他 在 1748 年 的 论文 《无 穷 分 析 引 论 》 的 一 段 ， 
我 们 看 到 欧 拉 引 入 了 我 们 刚才 所 说 的 公式 B， 但 他 写 的 是 ez 而 不 是 ex， 
给 出 了 e 长 达 23 位 的 十 进 制 表 示 。 叫 

我 们 已 经 摘 述 了 定义 和 计算 这 个 特殊 数 的 两 种 方法 。 但 是 为 什么 还 
要 烦 忆 呢 ? 它 为 什么 重要 呢 ? 它 为 什么 又 是 自然 的 昵 ? 正 如 我 们 将 看 到 
的 那样 ， 它 的 用 途 几 乎 无 穷 无 尽 。 

一 个 应 用 就 是 关于 银行 存款 利 奶 增长 问题 (这 是 一 个 与 我 们 所 有 人 
都 有 关系 的 话题 ， 但 愿 如 梦 里 那样 )。 确 定 复 利 的 公式 说 的 是 ， 如 果 我 
们 在 年 利率 为 r% 时 投入 P 美 元 ， 此 时 利息 按 每 年 复 利 计算 Ki 次 ， 那 么 一 
年 后 我 们 的 存 球 总 额 是 


k 
0.01 AE 
P(1+ 2 RIJG 


这 就 是 银行 家 知道 并 喜爱 的 结果 。 


= ez 
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qui termini, si in fractiones decimales convertantur atque acta sddantar, 
praebebunt hunc valorem pro 6 
2,71828 18294 59045 23596 028, 


cuius ultima adhoc nota veritati est consentanea. 
Quodsi iam ex hac basi logarithmi coostruantur, ii vocari solent loge- 


logarithmos erprimi 
hoc 2,71828 18284 69 etc. constanter litteram 
e, 
quae ergo denotabit basin logarithmorum naturalium seu hyperbolicorum ‘), 
cui respondet valor litterae b — 1; sive haec littera e quoque exprimet sum- 
mam bujus seriei 
1 


1 
DRitgt,.ggatigpgatte im infinitam. 
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hyperbolici exhiberi poterunt. Erit ergo posita e pro numero supra invento 
perpetao 
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图 N-1 欧 拉 引 入 e《〈 理 海 大 学 图 书馆 圳 多 ) 





举 一 个 例子 ， 假 设 我 们 在 投资 回报 利息 为 10% 的 情况 下 投资 5000 美 
每 年 年 底 计算 一 次 复 利 。 其 意思 就 是 1 月 1 日 投入 的 钱 ， 其 间 不 取 
那么 到 了 12 月 31 日 ， 这 笔 E 将 增加 10%。 在 这 个 案例 
P=5000,r=10,k=1〔( 按 年 复 利 计算 ) 。 这 个 公式 告诉 我 们 在 一 年 的 年 
我 们 的 钱 数 总 额 是 


p ( s sooo (1 : ome 10 
= 5000(1-- 0.10) = 5000(1.10) = 5500(3€ 7C) 

HFBU. ARE, MBER ACERT RE MB PETA AS: 不 是 一 年 只 给 
10%， 而 是 每 六 个 月 给 5%。 这 称 作 半年 复 利 。 作 为 投资 者 来 说 ， 这 样 有 
利 可 图 吗 ? 

在 上 面 的 利 妃 公 式 中 ， 除 了 现在 2 之 外 ， 其 他 都 相同 ， 广 2 是 因为 
我 们 每 年 有 两 个 利 奶 周期 。 所 以 一 年 后 ， 我 们 的 钱 总 额 是 


/, 001r 0.01 x 10* i 
P(1«— ry 5000 (14 一 ) =8000(1.05)?  5512.50(06 3c) 


这 个 投资 回报 稍微 好 些 。 

酥 栈 这样 一 个 想法 。 如 果 这 家 银行 更 频繁 地 支付 利 足 ， 比 如 是 一 个 
季度 、 一 个 月 ， 或 者 每 天 ， 那 么 我 们 也 许 会 得 到 更 多 的 好 处 。 为 了 对 此 
做 一 下 研究 ， 在 各 种 利明 方案 下 ， 计 算 一 下 我 们 的 钱 数 总 额 : 

按 季 上 度 复 利 ， 我 们 设 k=4， 这 一 年 的 年 底 我 们 的 钱 数 总 额 是 
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P ( oor) — 5000 (1 + c ey 
= 5000(1.025)* = 5519.06(3& JC) 
UMS RUE. PERRA, Jek, PRB 
p (14+ 288) soon (1 + 20110)" 
= 5000(1.008 333)!? = 5523.57( 美 元 ) 


这 个 结果 更 好 。 下 面 再 按 天 复 利 计 算 (k=365), 此 时 钱 数 总 额 变 成 


0.01 k 365 
P(e) m T 
k 35 


=5000(1.000 273 97)365 = 5525.78 (370) 


流 独 贫 要 的 口水 ， 我 们 设想 着 如 果 这 家 银行 不 是 按 日 复 利 计算 而 是 
按 小 时 、 按 分 钟 ， 甚 至 是 按 秒 。 事 实 上 ， 为 什么 不 设想 所 有 可 能 的 利明 
计算 中 最 好 的 情况 : 即 连续 地 计算 复 利 利 电 。 那 么 我 们 就 不 必 为 下 一 次 
利 奶 文 付 其 至 等 待 一 浊 秒 。 我 们 设想 着 把 年 10% 的 利率 分 解 成 无 穷 多 的 
复 利 周 期 ， 无 限 短 的 连续 周期 中 的 一 个 。 就 如 树 的 成 长 一 样 ， 我 们 的 钱 
在 增加 ， 不 是 大 量 的 突 长 ， 而 是 连续 地 向 上 运动 。 

形式 上 ， 说 复 利 计算 是 连续 的 ， 意 思 古 我 们 设 复 利 周 期 数 k 趋 同 于 
无 务 。 所 以 ， 一 年 连续 的 复 利 计算 之 后 ， 钱 数 总 额 将 变 成 : 
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对 于 我 们 的 例子 来 说 ， 在 一 年 10% 的 连续 复 利 计算 的 情况 下 ， 初 始 
投资 5000 美 元 变 成 


5000e901*10-500960.10-5000(1.105 170 918)=5525.85 (美元 ) 


这 是 在 年 利率 为 10% 时 最 好 的 可 能 结果 。 

在 确定 银行 存 球 连续 增长 中 e 非 第 有 用 ， 无 需 慰 讶 的 是 在 其 他 连续 
增长 类 型 中 它 也 会 出 现 。 例 如 ， 人 口 ( 这 也 可 以 是 人 口 数 量 或 者 是 细菌 
数量 ) 可 以 看 成 是 连续 增长 ， 人 口 出 生 率 与 现 有 人 口 成 正比 。 这 样 的 理 
论 是 英国 经 济 学 家 托马斯 "马尔 节 斯 于 1798 年 提出 来 的 ， 用 来 解释 人 口 
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增长 ， 半 个 世纪 后 他 的 著作 被 另 一 名 科学 家 引用 ， 这 个 人 融 是 杰出 的 奉 
Are x, Pl 


P 





在 这 样 简单 的 人 口 模型 下 ， 时 间 t 内 存在 的 人 口 数 为 PD， 它 可 以 用 
PE: 

P(t)-Pge" 
其 中 ，PJ) 是 最 初 的 人 口 数量 〈 也 就 是 我 们 进行 这 项 调查 时 的 数量 ) ， 
而 r 是 增长 比率 常数 。 注 意 ， 这 与 上 面 的 连续 复 利 利息 公式 相 类 似 。 

举 一 个 例子 ， 我 们 从 有 盖 培 养 下 里 的 P,=500 个 细菌 开始 ， 观 察 到 一 
个 小 时 之 后 细菌 变 成 800 个 。 这 就 禹 来 一 个 增长 模型 ， 其 中 ， 经 过 t 小 时 
之 后 ， 细 菌 数 将 是 P(D, 其 中 P(D 是 

P(t)-500e0.47t 

KIN-225 H BS. VER, PD ASI TAME, B1, 2, 3, 
这 条 曲线 还 是 相当 平坦 的 。 其 解释 是 在 这 个 过 程 的 初期 细菌 数 增长 适 
中 。 但 是 随 着 我 们 癌 右 移动 ， 也 就 是 说 随 着 时 间 的 推移 ， 这 个 图 像 开 始 
器 上 喷射 ， 更 陡峭 地 向 上 。 这 反映 了 细菌 幼小 个 体 的 繁荣 ， 在 盘子 里 细 
WDR, Zim Sak, BIS RPL, BAB ERE. 

更 具体 地 说 来 ， 在 {=1 小 时 ， 公 式 说 我 们 有 P(1)=500e%4/=800 个 细菌 
(这 是 我 们 已 经 知道 的 ) 。 经 过 {=10 个 小 时 持续 地 增长 ， 这 个 公式 告知 





P(10)-500e047*10- 500e47=55 000 个 细菌 ， 如 果 繁 殖 持续 整整 一 天 24 个 
小 时 ， 最 后 我 们 达到 的 细菌 数量 是 
P(24)-500e0.47*24-500611.28-39 600 000 

如 果 这 个 过 程 不 受 限制 ， 持 续 一 周 ， 此 时 我 们 将 有 的 细菌 数 是 
P(168)=500e04“x168=500e7836s10 000 000 000 000 000 000 000 000 000 

000 000 000 
MAES STI. EERE AME BENE E FEA ES QR TE AA VET 2t 
落 数 按 “ 指 数 增长 ”。 

然而 ， 在 这 一 推理 过 程 中 很 容易 发 现 一 个 不 足 之 处 ， 因 为 无 论 是 人 
口 数 量 还 是 细菌 数量 都 必须 有 一 个 上 限 。 最 终 细 菌 会 用 尽 食 物 、 水 或 空 
间 。 因 此 ， 没 有 限制 的 增长 是 不 切实 际 的 增长 。 

因此 ， 数 学 家 们 改进 了 他 们 的 方法 ， 考 虑 了 在 人 口 增长 过 程 中 国有 
的 限制 条 件 。 其 中 有 一 个 改进 后 的 模式 称 为 逻辑 斯 谊 (logistic) 模 型 ， 它 
导致 这 样 的 一 个 方程 : 
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et 十 C 


其 中 ，P(D 仍 然 是 时 间 寺 的 人 口 数 量 ， 而 天 是 一 个 称 为 饱和 度 (saturation 
level) 的 数 ， 给 环境 所 能 够 文 撑 的 程度 附加 一 个 上 限 。 


P(t) — 





P 逻辑 斯 谤 模型 





图 N-3 给 出 了 一 个 逻辑 斯 详 增 长 曲线 。 对 于 较 小 的 时 间 t， 这 个 图 像 
与 前 面 的 模型 类 似 。 这 反映 出 这 样 一 个 观察 到 的 事实 : 人 口 增长 初期 是 
没有 限制 的 。 但 是 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 我 们 沿 着 图 像 同 右 移动 ， 我 们 就 
见证 了 当 图 像 接 近 P=K 的 这 条 线 时 ， 人 口 的 增长 趋 于 平稳 。 这 是 人 口 接 
近 它 的 饱和 度 时 的 图 像 表 示 。 

当然 ， 我 们 掩盖 了 关于 这 些 方程 的 起 源 的 诸多 技术 把。 男 外 ， 生 物 
学 家 甚至 设计 了 更 玄妙 的 模型 来 反映 上 自然 状态 中 人 口 的 行为 。( 例 如 ， 
如 果 抗 生 素 进 一 步 限 制 了 细菌 的 增长 时 将 会 及 生 什 么 ? ) 然而 ， 对 于 我 
们 的 目标 ， 其 中 重要 的 一 点 是 人 口 增长 依赖 于 数 e。 它 很 自然 地 描述 了 
我 们 周围 的 生物 世界 。 

很 多 其 他 现实 生活 的 情况 也 与 这 个 数 e 不 期 而 过 。 考 虑 下 面 这 样 一 
个 事例 : 一 位 硫酸 制造 商 有 一 个 1oo 加 仑 的 大 桶 ， 其 中 闭 满 25% 的 酸 和 
75% 的 水 的 次 液 。 这 位 制造 商 想 要 冲洗 这 个 大 桶 ， 其 方法 就 是 以 每 秒 3 
加 仑 的 速度 从 桶 项 上 注入 清水 。 为 了 防止 滚 出， 同时 在 桶 的 以 同样 每 秒 
3 加 仓 的 速度 把 桶 中 的 混合 物 排出 ， 如 图 N-4 所 示 的 那样 。 


清水 注入 速度 
每 秒 3 Me 






混合 物 排出 速 
度 每 秒 3 Me 


显然 ， 这 个 过 程 将 连续 不 断 地 稀释 这 个 大 桶 中 的 混合 物 。 而 且 显 然 
这 种 情况 的 精确 动态 远 不 是 这 样 简单 。 注 入 的 水 并 不 是 只 取代 酸 。 相 
反 ， 被 注入 棚 内 的 一 些 清水 正 作为 混合 物 的 一 部 分 再 次 被 排出 桶 外 ， 而 
同时 一 些 酸 却 保 留 在 浴 液 中 。 制 造 商 所 面临 的 问题 是 确定 在 冲洗 过 程 进 
行 了 t 秒 之 后 ， 酸 的 百分率 。 

这 个 问题 的 分 析 要 借用 积分 技术 ， 它 产生 了 下 面 的 P(D 方 程 ， 任 意 
时 间 t 时 桶 中 酸 的 百分率 为 : 

20 


P(t) — c0. 03t 
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在 这 个 方程 中 e 的 重要 性 再 一 次 充分 地 显示 出 来 。 
我 们 再 具体 看 一 下 这 个 方程 。 开 始 时 ， 这 只 大 棚 里 逆 有 259% 的 酸 。 
注入 清水 和 排出 混合 物 进行 扰 5 秒 之 后 ， 其 中 物质 的 浓度 变 小 ， 成 为 


25 25 
P(5) = asxe% = pie % = 21.52% 
过 了 1 分 钟 ， 酸 浓度 变 成 











Or 


25 
0.03 x60 
如 果 这 位 制造 丙 继 续 这 个 过 程 15 分 钟 ， 即 t=15x60=900 秒 ， 这 只 大 桶 中 
将 含有 微量 的 本 


| 25 
P(60) — % = —% = 4.1396 
Em 


BAZ, ISAK AAA BUDE TF TS 

如 果 我 们 回想 一 下 第 B 半 中 讲述 的 雅 各 布 * 伯 努 利 的 工作 ， 就 会 明白 
我 们 是 在 不 同 的 环境 下 过 到 了 e。 在 那里 我 们 看 到 投 搓 一 枚 均匀 的 硬币 
500 次 后 正好 得 到 247 个 正面 的 概率 是 由 下 面 令 仆 惧 的 公式 给 出 的 : 


500! 1 247 1 253 
xmxzs (3) (3) 
这 种 概率 计算 是 不 可 能 直接 进行 的 。 但 是 ， 利 用 一 点 数理 统计 的 知识 就 
可 以 知道 这 个 概率 的 近似 值 可 以 由 下 面 的 式 子 给 出 
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上 式 中 的 e 因 某 种 看 似 无 法 解释 的 原因 再 一 次 起 着 重要 的 作用 (nt 也 如 
此 ， 它 也 同样 看 似 是 匾 廖 的 ) 。 化 简 这 个 表达 式 得 到 0.0344， 所 以 在 投 
掷 500 次 硬币 之 后 ， 我 们 大 约 有 3.44% 的 概率 得 到 247 个 正面 。 这 个 例子 
说 明了 概率 论 一 个 公认 的 真理 : 如 果 一 个 公式 在 统计 世界 非常 重要 ， 那 
么 其 中 可 能 就 含有 e。 

因此 ， 在 数学 中 e 的 意义 极其 重大 ， 在 理论 与 实践 中 都 起 着 重要 作 
用 。 当 我 们 冲洗 大 桶 或 者 投掷 硬币 时 它 存在 ， 当 我 们 赚 取 利息 或 者 观察 
细菌 繁殖 时 和 它 也 存在 。 颇 像 狄 更 斯 小 说 中 的 人 物 ，e 一 直 在 最 意 想不到 
的 地 方 出 现 。 但 是 ， 狄 更 斯 的 人 物 的 出 现 或 再 现 都 要 求 读者 接受 这 样 的 
假设 ， 即 无 论 多 么 不 可 能 的 事 都 在 情理 之 中 ， 而 e 的 出 现 和 再 现 只 要 求 
我 们 对 数学 稍稍 有 些 了 解 。 

然而 ， 这 只 是 这 个 故事 的 一 半 。 发 现 e 的 威力 很 重要 ， 但 是 把 这 个 
过 程 反 过 来 也 同样 很 重要 。 考 虑 下 面 的 例子 。 在 把 x=2 代 入 到 公式 B 后 ， 
我 们 看 到 e*=7.389 056 099。 假 设 在 我 们 知道 ex=7.389 056 099 之 后 ， 反 
过 来 确定 x。 当 然 这 很 容易 得 到 x=2。 

但 是 ， 如 果 我 们 知道 es=5， 我 们 又 如 何 求 得 z 昵 ? 我 们 也 许可 以 猜 
测 各 种 x 值 ， 利 用 计算 器 上 的 ex 键 ， 最 终 确 定 这 个 答案 即 可 ， 但 是 这 种 














方法 似乎 有 点 绕 。 

我 们 的 援救 是 “ 逆 指 数 ” 过 程 ， 它 撤销 ex 所 做 的 一 切 。 完 成 这 一 任务 
的 函数 称 为 自然 对 数 (natural logarithm)， 或 者 更 熟悉 的 natural log, TEX 
部 分 数学 课本 中 都 是 这 样 表示 的 ， 而 计算 器 上 它 的 键 是 “nx”*。 毫 无 疑问 
它 是 整个 数学 中 最 重要 的 函数 之 一 。 

对 于 本 章 的 目标 ， 它 的 一 个 重要 性 质 是 下 面 的 有 反 演 公式 : 

In(e*)=x 

在 符号 形式 下 ， 它 说 明了 我 们 上 面 用 语言 所 表达 的 意思 : 自然 对 数 撤销 
指数 运算 。 即 如 果 我 们 开始 用 x 计算 ee&， 然 后 把 ex 置 入 自然 对 数 ， 我 们 就 
返回 到 起 始点 x。 当 x=2 时 ，e?=7.389 056 099, ijln(e?)-1n(7.389 056 
099)=2， 这 与 计算 器 的 计算 一 样 。 知 道 了 exs=5， 为 了 求 得 x， 我 们 在 这 
个 式 子 两 边 取 对 数 得 到 











In(e*)=In 5 
但 上 面 的 关系 告诉 我 们 In(e*)=x， 因 为 In5=1.609 437 912， 所 以 我 们 可 以 
得 出 
x=1.609 437 912 

概括 起 来 : 不 是 从 x 开 始 并 确定 出 ex， 数 学 家 经 常 要 另 辟 路 径 ， 从 ex 
开始 ， 这 样 就 能 够 以 此 确定 x 本 身 。 正 是 在 这 样 的 情况 下 自然 对 数 赢得 
了 自身 的 生存 。 尽 管 我 们 将 在 第 P 章 和 第 U 章 再 次 与 它 相 遇 ， 但 是 这 
里 ， 我 们 利用 犯罪 领域 的 一 个 案例 来 说 明 In x 及 其 法 则 和 对 数 的 使 用 。 

午夜 时 分 警察 们 被 召集 到 一 个 血迹 斑斑 的 谋杀 现场 ， 在 那里 他 们 发 
现 埃 迪 《绰号 “黄鼠狼 ”) 的 尸体 ， 他 是 个 惯 犯 ， 跟 黑社会 有 关系 。 到 达 
现场 之 后 ， 警 员 们 注意 到 当时 气温 是 适中 的 68°F， 而 尸体 的 体温 是 
85"F。 早 晨 2:00， 在 提取 了 指纹 并 提审 了 嫌疑 犯 之 后 ， 尸 体 的 体温 进 一 
步 下 降 到 74。F。 

根据 一 条 秘密 消 息 ， 警 察 抓获 了 克莱尔 ， 她 是 埃 迪 的 梦 中 女友 。 死 
莱 尔 在 路 易 斯 酒吧 里 度 过 了 一 个 晚上 ， 喝 得 多 了 点 ， 可 能 威胁 过 埃 迪 的 
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幸运 的 是 ， 克 莱 尔 知道 自然 对 数 。 她 还 知道 牛顿 的 物体 冷却 法 则 ， 
这 是 热量 消耗 理论 的 基础 。 牛 顿 法 则 说 的 是 一 个 物体 冷却 的 速度 与 它 的 
温度 和 它 周 围 的 温度 之 差 成 正比 。 用 我 们 日 常 的 话 来 说 就 是 ， 当 一 个 物 
体 比 外 面 空气 越 热 ， 它 的 冷却 速度 就 大 ， 所 以 它 就 迅速 变 冷 ; 当 它 比 周 
围 环境 热 的 不 多 时 ， 它 的 冷却 速度 就 小 ， 因 此 它 就 慢 慢 地 变 冷 。 

牛顿 法 则 适用 于 任何 正在 变 冷 的 物体 ， 无 论 是 刚 出 烤箱 的 热乎 乎 的 
土豆 还 是 躺 在 人 行道 上 已 经 死去 了 的 尸体 。 活 人 是 不 会 变 冷 的 。 人 类 的 












































新 陈 代谢 确保 人 类 体温 维持 在 98.6°F 左 右 。 但 是 ， 没 有 生命 特征 的 人 停 
止 产生 热量 ， 因 此 根据 牛顿 法 则 它 就 会 如 土豆 一 样 变 冷 。 

把 上 和 面 的 语言 摘 述 转化 成 简练 的 数学 公式 并 利用 微 积分 ， 殉 业 尔 导 
出 了 下 和 面 的 方程 了， 这 是 午夜 之 后 t 小 时 尸体 的 温 拔 : 


Ir 
e0.5207t 


再 一 次 注意 到 e 的 出 现 。 利 用 计算 器 ， 你 可 以 验证 在 午夜 ， 即 皇 0 时 ， 这 
具 尸 体 的 体温 是 











T = 68° 十 


T = 68° + — L = 68° + LL =68+17 = 85°F 
e0.5207x0 1 
这 正 是 警察 刚 到 达 时 确定 的 体温 。 同 样 在 早晨 2:00 时 ， 即 当 扩 2 时 ， 这 个 
公式 告诉 我 们 尸体 的 温度 是 


- 68° 十 6.000* = 74°F 
2.8349 


这 个 数字 再 一 次 验证 了 警察 的 观察 。 换 名 话说 ， 这 个 公式 对 我 们 实际 拥 
有 的 这 两 个 数据 都 运作 得 很 好 。 

但 是 ， 克 业 尔 要 面 对 的 最 关键 的 挑战 是 确定 最 后 过 到 埃 迪 的 时 间 。 
她 必须 利用 这 个 公式 反 推 这 个 冷却 过 程 ， 从 而 计算 当 埃 迪 的 体温 是 正 营 
体温 98.6°F 时 的 最 后 时 间 t。 妆 然 ， 这 惑 是 他 死亡 的 时 间 。 从 这 点 开始 问 
前 推算 ， 和 死亡 的 埃 迪 只 开始 冷却 他 的 脚后跟 〈 和 其 他 部 位 ) 。 

所 以 ， 我 们 把 人 类 正常 体温 的 T=98.6" 代 入 到 冷却 方程 中 得 到 


17 
T = 68° + — 68° 4 


QT a 
98.6° = 68° + Liz 
把 上 面 方程 两 边 减 去 68"， 然 后 再 交叉 相 乘 得 到 《〈30.6")e0”“ “=17"， 把 


这 个 方程 两 边 除 以 30.6"， 得 到 
17° 
0.5207t 
= L—— = 0.5555 
É 30.6° 
OR 








In(e®°°75=1n(0.5555) 
此 时 ， 因 为 In(0.5555)=-0.5878， 用 前 面 的 反 演 公式 得 到 
In(e0.5207)=0.5207t。 于 是 有 


0.5207t-In(e057975-]n(0,5555)--0.5878 
因此 在 时 间 {=-0.5878/0.5207=-1.13 小 时 ， 埃 迪 的 体温 是 98.6°F。 

这 里 的 t 是 负 的 ， 表 示 的 是 距 午 夜 的 时 间 。 其 解释 是 直接 的 ， 午夜 
之 前 1.13 小 时 ， 体 温 是 98.6sF。 换 句 话 说， 大约 在 凌晨 12:00 的 68 分 钟 之 
前 埃 迪 “黄鼠狼 ”开始 冷却 ， 也 就 是 说 他 死记 了。 这 就 可 以 确定 他 死亡 的 
时 间 是 晚上 10:52。 但 是 在 那个 时 候 元 羔 尔 正在 路 易 斯 酒吧 喝酒 。 她 有 
这 样 一 个 非常 有 利 的 不 在 场 证 明 。 

在 审判 时 ， 克 莱 尔 的 律师 一 一 介绍 了 上 面 的 证 据 ， 非 常 有 说 服 力 地 
引用 了 “上 自然 法 则 和 自然 对 数 ”"， 在 由 数学 上 十 分 老 到 的 人 们 组 成 的 陪审 
AMRI mí SOCEM EF). BU AAW EL, CAEP SIEM. 

法 医 一 定 知道 目 然 对 数 。 遗 传 学 家 、 地 质 学 家 以 及 那些 研究 动态 现 
实 世 界 现象 的 每 一 个 人 都 知道 自然 对 数 。 撒 开 直 觉 ， 它 是 一 个 非常 重 
要 、 非 营 普 过 的 有 用 思想 。 我 们 相信 ， 在 考虑 了 上 面 证 据 的 基础 上 ， 本 
书 的 读者 陪审 团 将 裁决 数 . 和 它 的 男 一 半 ， 即 自然 对 数 ， 虽 被 人 们 严重 
忽略 ， 但 其 自身 并 无 过 失 。 
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对 于 数学 最 早 的 源头 没有 什么 持续 不 断 的 踪迹 。 这 一 类 信息 已 经 无 
可 挽回 地 丢失 ， 就 像 我们 不 能 确定 谁 说 了 第 一 句 话 ， 谁 唱 了 第 一 放歌 一 
样 ， 我 们 同样 不 知道 谁 发 现 了 这 最 早 的 数学 。 

但 我 们 的 确 知道 算术 和 几何 的 基础 可 以 追溯 到 很 远 。 在 有 历史 记载 





之 前 ， 在 写 历 史 之 前 ， 人 类 已 经 发 现 了 如 “众多 ”或 “ 数 ” 这 样 的 一 些 概 
念 ， 存 在 支持 这 些 发 现 的 文化 遗产 。 一 根来 自 非洲 的 骨头 至 少 有 10 000 
年 之 久 ， 它 上 面 有 一 些 只 能 解释 成 计数 记号 的 东西 。 趾 在 这 段 史 前 的 时 
间 里 ， 我 们 的 祖 移 在 计数 菜 些 东 西 ， 这 些 刻 入 到 骨头 里 的 记号 给 他 们 ， 
也 给 我 们 提供 了 他 们 计数 的 永久 记录 。 数 学 也 许 有 一 个 朴 聂 的 开始 ， 但 
是 它 已 经 上 路 了 。 

显然 ， 本 章 的 话题 不 是 局 限于 茶 一 个 地 点 ， 这 与 说 书 、 音 乐 或 者 艺 
术 有 其 各 目 唯 一 的 发 源 地 不 同 。 历 史记 载 中 出 现 的 数学 概念 来 自 世 界 不 
同 地 区 ， 正 如 我 们 在 第 H 章 讨论 毕 达 哥 拉 斯 定理 时 看 到 的 那样 ， 同 样 的 
原理 可 能 在 多 个 地 区 出 现 。 这 不 仪表 明了 数学 的 普 志 性， 同时 也 反映 人 
类 趋 癌 于 数学 化 的 普遍 倾向 性 。 

在 本 章 ， 我 们 概览 一 下 知 干 早期 数学 的 重要 事件 。 带 有 一 定 程度 上 
的 随意 性 ， 我 们 的 综述 局 限于 公元 1300 年 之 前 的 这 段 时 期 ， 局 限于 埃 
及 、 美 索 不 达 米 亚 、 中 国 和 印度 这 四 个 地 区 的 各 项 发 现 ， 这 是 人 类 文明 
支柱 的 四 大 文明 。 

埃及 数学 至 少 可 以 追 调 到 4000 年 前 的 史前 时 期 。 学 者 们 已 经 破译 了 
一 些 公元 前 1500 年 前 的 草 纸 卷宗 ， 其 中 有 一 些 无 可 争议 是 天 于 数学 的 。 
也 许 最 著名 的 草 纸 书 是 公元 前 1650 年 左右 的 《 阿 梅 斯 草 纸 书 》， 它 是 以 
抄写 这 本 书 的 抄写 员 的 名 字 命 名 的 。1858 年 在 埃及 ， 这 本 18 英 尺 长 的 文 
献 被 人 购买 ， 现 在 它 被 保存 在 大 英 博 物 馆 里 。 在 这 本 文献 中 ， 这 位 抄写 
AME A: “洞察 存在 的 一 切 ， 知 晓 所 有 隐秘 。? 呈 尽管 这 本 草 纸 书 
还 不 足以 实现 这 一 野心 动 动 的 直言 ， 但 是 他 的 确 还 是 让 后 人 领略 了 埃及 
的 算术 和 几何 。 

《 阿 梅 斯 草 纸 书 》 中 有 很 多 数学 问题 以 及 这 些 问 题 的 相应 求解 。 通 
常 这 些 问题 都 是 我 们 今天 所 说 的 “故事 问题 >， 与 它们 的 现代 副本 有 者 相 
同 的 格调 《和 相同 的 人 为 加 工 ) 。 例 如 ，《 阿 梅 斯 草 纸 书 》 的 第 64 个 问 
题 是 : 
把 10 赫 卡特 的 大 麦 分 给 10 个 人 ， 使 得 公差 是 1/8 赫 卡特 的 大 麦 。 吕 

代数 功底 好 的 人 很 快 整 会 引入 x 作为 分 给 第 一 个 人 的 大 关 的 赫 卡 特 
数量 。 那 么 第 二 个 人 得 到 的 是 x+1/8， 第 三 个 人 得 到 的 是 x+2/8， 以 此 类 
推 直到 第 十 个 人 得 到 的 是 x+9/8。 因 为 要 分 配 的 大 麦 总 量 是 10 赫 卡特 ， 
所 以 我 们 可 以 得 到 下 面 的 方程 : 
































Jede 
(epee 
+ (z+8)+ (2+5) + (2+8) ^v 


在 代数 上 ， 把 这 个 方程 化 简 成 10x+45/8=10， 所 以 有 
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Eta e RED 
第 三 个 得 到 的 是 
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依次 类 推 。 

必须 强调 的 是 ， 埃 及 人 的 解 没有 这 样 显然 的 代数 特色 ， 因 为 符号 代 
数 是 在 几 干 年 后 才 确 立 的 。 尺 省 如 此 ， 阿 梅 斯 还 是 正确 地 给 出 了 解 ， 他 
说 第 一 个 人 应 该 得 到 

Lp od i 
gt gt 5 98 FRENAR) 

与 正确 答案 同样 重要 的 是 它 所 体现 出 来 的 方法 ， 有 相同 分 子 1 的 分 
数 之 和 。 我 们 把 这 样 的 分 数 称 为 单位 分 数 ， 埃 及 人 对 它们 的 使 用 几乎 是 
独一无二 的 。 因 此 ， 阿 梅 斯 对 大 麦 问题 的 答案 包含 了 三 个 单位 分 数 之 
N eer ere et eee rer, 
ZEN 

但 是 ， 这 样 的 做 法 非常 适合 于 埃及 人 的 记 法 体系 : 为 了 表示 一 个 倒 
数 ， 他 们 在 整数 项 上 使 用 了 一 个 符号 ， 看 起 来 有 点 像 一 个 浮动 的 雪茄 。 























现代 版 的 对 应 物 应 该 是 让 2 INE 1/2, 7 kaw. mue, Lm 


题 中 的 大 考量 应 该 精确 写成 全 +8 +16. 这样 的 记 法 简单 ， 但 是 
显然 需要 1 是 分 子 。 对 于 埃及 人 来 说 ， 所 有 分 数 都 是 由 单位 分 数 集合 而 
成 的 ， 唯 独 2/3 除 外 ， 这 个 分 数 有 自己 单独 的 符号 。 

阿 梅 斯 给 出 如 上 面 那样 一 个 非常 庞大 的 单位 分 数 表 示 法 列表 。 对 埃 
及 人 来 说 这 样 的 列表 就 如 同 计算 器 出 现 以 前 数学 家 的 对 数 表 或 三 角 表 一 
样 。 总 而 言 之 ， 埃 及 人 非常 好 地 使 用 着 他 们 的 单位 分 数 方法 ， 当 然 ， 对 
我 们 现代 人 来 说 ， 这 相当 麻烦 。 

但 是 ， 埃 及 数学 的 贡献 不 仅仅 局 限于 上 面 的 算术 问题 和 代数 问题 。 
例如 ，《 阿 梅 斯 草 纸 书 》 还 包含 一 些 几 何 问题 ， 可 能 最 有 趣 的 就 是 问题 
50: 























- 块 圆 形 士 地 有 直径 9 khet， 它 的 面积 是 多 少 ? M 
根据 这 一 抄写 员 的 做 法 ， 用 直径 减 去 直径 的 九 分 之 一 ， 然 后 再 平方 
这 一 结果 就 得 到 答案 。 对 于 这 个 问题 ， 直 径 D=9， 圆 的 面积 是 
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有 趣 的 是 ， 可 以 从 这 个 解 中 发 现 r 的 佑 测 值 。 翻 译 成 现代 的 记 法 ， 
阿 梅 斯 说 直径 为 D 的 圆 的 面积 是 
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1 64 
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因为 加 的 真正 面积 是 


埃及 结果 相当 于 
64 2 _ Ty? 
81 4 


根据 上 面 的 这 个 式 子 ， 可 以 得 到 





i (¥) = (5) ~ 3.1605 
81 81 9 3 
这 个 结果 通常 被 文献 引用 为 埃及 人 的 nt 的 近似 值 。 作 为 古代 的 遗物 ， 如 
此 的 精度 令 人 钦佩 。 而 他 们 是 如 何 得 到 它 的 呢 ? 





尽管 没有 人 能 够 确定 ， 但 是 一 种 可 能 是 圆 面积 是 由 相关 的 八 边 形 的 
面积 代 殖 的 ， 如 图 O-1 所 示 。 直 径 为 D 的 圆 内 切 于 一 个 正方 形 内 ， 然 后 
再 除去 这 个 正方 形 的 四 个 角 ， 每 个 角 都 是 腰 长 为 (L3)D 的 等 腰 三 角形 。 
剩余 的 就 是 一 个 人 边 形 ， 它 的 面积 近似 等 于 原来 的 圆 的 面积 。 因 为 每 一 
个 除去 的 三 角形 的 面积 是 
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图 O-1 





我 们 看 到 
面积 (B) = 面积 ( 八 边 形 ) 
= 面积 (正方 形 ) -~ 4 面积 (等 腰 三 角形 ) 
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这 个 结果 非常 接近 阿 梅 斯 的 (64/81)D“ 的 值 ， 因 此 说 明 近 似 于 圆 面 的 八 边 


D? 





形 有 可 能 导致 了 埃及 人 的 公式 。 

也 有 人 不 同意 这 种 解释 。 占 但 是 ， 利 用 多 边 形 近似 圆 的 技术 却 正 是 
阿 基 米 德 在 1500 年 后 用 来 给 出 他 的 精确 估 测 值 rs3.14 所 使 用 的 技术 。 正 
如 我 们 在 第 C 章 中 所 看 到 的 那样 ， 他 的 优 展 的 精度 源 目 于 用 96 边 的 多 边 
形 来 近似 于 圆 而 不 是 上 面 所 说 的 八 边 形 。 也 许 是 阿 基 米 德 到 了 埃及 祖先 
一 笔 。 

尼罗河 流域 是 早期 数学 思想 的 一 个 源头 ， 美 索 不 达 米 亚 的 两 河流 域 
也 是 一 个 源头 。 美 索 不 达 米 亚 的 政治 历史 比 埃 及 的 政治 历史 要 动 水 得 
多 ， 因 为 这 个 区 域 是 不 同 的 部 落 或 派别 征服 和 被 征服 的 场所 。 尽 管 这 样 
Ya 
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巴比伦 学 术 的 黄金 时 代 起 始 于 汉 谍 拉 比 时 期 〈 大 约 公元 前 1750 
年 ) ， 差 不 多 与 埃及 的 阿 梅 斯 是 同一 个 时 代 。 对 后 来 的 学 者 来 说 ， 泣 运 
的 是 巴比伦 人 是 在 泥 板 上 而 不 是 在 草 纸 上 写 东西 。 其 好 处 是 因为 时 间 久 
远 草 纸 书 容易 损坏 ， 而 厚重 的 泥 板 却 很 少 分 化 。 因 此 我 们 才 有 数 干 件 遗 
迹 ， 有 的 是 完整 的 ， 有 的 是 雁 片 ， 其 中 有 不 少 是 数学 样板 。 

如 果 说 单位 分 数 是 埃及 数学 一 个 公认 的 特征 ， 那 么 六 十 进 制 枚 举 系 
统 则 是 巴比伦 数学 的 特征 。 历 史学 家 长 期 以 来 对 巴比伦 人 采用 这 样 的 进 
制 体 系 表达 了 他 们 的 佩服 和 惊讶 。 他 们 使 用 两 个 符号 : 一 个 符号 看 起 来 
有 点 像 T， 代 表 1， 另 一 个 符号 与 我 们 的 < 相似 ， 代 表 10。 

对 于 较 小 的 数 ， 他 们 的 记 法 是 平凡 的 : 2 被 写成 TT;12 被 写成 <TT; 
42 则 被 写成 
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等 等 。 但 是 当 巴 比 伦 人 的 数 达 到 60 时 ， 他 们 的 符号 则 有 不 同 的 意思 。 如 
果 T 被 看 成 占据 一 个 位 置 ， 那 么 T 则 不 再 是 1 而 是 一 个 60。 如 果 占 据 一 个 
不 同 的 位 置 ， 那 么 它 可 能 是 一 个 602=3600。 于 是 ，82 写 成 T《TT， 意 思 
是 一 个 60 加 上 两 个 10 再 加 上 两 个 1。 注 意 这 里 的 符号 IT 根据 它 在 数 中 的 位 
置 不 同 而 有 不 同 的 意思 。 

这 种 创新 不 仅 改进 了 表示 数 的 方法 ， 而 且 还 使 得 原始 符号 集合 最 小 
化 。 相 比 起 来 ， 罗 马 数字 体系 不 是 一 种 位 置 体系 ， 它 需要 一 大 群 符号 ， 
诸如 I，V，X,， 工 ，C，D，M。 当 数字 变 大 到 百 万 、 十 亿 、 万 亿 时 ， 就 
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需要 引入 更 多 的 罗马 字母 直到 他 们 的 字母 表 被 用 尽 。 (当然 罗马 人 不 需 
要 这 样 大 的 数 ， 此 时 是 国债 到 来 的 一 千年 前 。) 

同样 重要 的 是 ， 巴 比 伦 人 的 记 法 使 得 他 们 可 以 很 容易 地 表示 小 数 。 
一 块 古 代 的 泥 板 介绍 了 这 样 的 一 个 数 ， 它 的 平方 是 2， 我 们 可 能 会 把 它 








写成 V2 ERI: 


es TT A n 
[| « < T t 
Hp « 
用 我 们 的 记 法 表示 ， 这 组 编码 可 以 简化 成 一 串 整 数 1-24-51-10。 巴 比 伦 
人 没有 对 应 于 十 进 制 的 小 数 点 ， 所 以 我 们 不 得 不 确定 这 个 表示 的 整数 部 


"n Peer 
数 ， 其 余 的 数 都 是 小 数 。 

但 是 是 哪个 小 数 昵 ? 在 我 们 的 十 进 制 体系 下 ， 小 数 点 右边 的 数字 是 
十 分 之 一 的 个 数 ; HERRERA ZANT, PERRET AZ Ht 
数 ， 等 等 。 采 用 这 样 的 模式 ， 我 们 把 1 后 面 的 表示 翻译 成 60 分 之 一 的 个 
数 ， 下 一 个 符号 是 1/60“ 的 个 数 ， 或 者 是 3600 分 之 一 的 个 数 : 最 后 一 个 符 
号 是 1/603 的 个 数 或 者 是 216 000 分 之 一 的 个 数 。 于 是 巴比伦 的 1-24-51-10 
等 于 我 们 的 


Hk 
1 — 0.4 — 0.014 167 + 0.000 04K 1.414 213 
inn 216 000 


E NETS 
1.414 213 562， 所 以 巴比伦 人 的 估 测 值 还 是 相当 惊人 的 。 他 们 最 终 掌 握 
了 六 十 进 制 算术 。 

从 现代 的 角度 看 ， 他 们 的 体系 有 一 个 明显 的 遗漏 : 巴比伦 人 没有 表 
示 零 的 符号 。 这 个 遗漏 会 导致 误解 ， 因 为 <T 可 能 表示 11， 或 者 是 
10x60+1=601， 或 者 是 10x3600+1=36 001， 或 者 是 10x3600+1x60=36 
060。 当 面 对 小 数 时 ， 则 可 以 通过 考虑 上 下 文 来 避免 很 多 混 消 ， 但 是 引 
入 作为 “ 占 位 符 ” 的 零 对 于 排除 歧义 是 非常 必要 的 。 

有 意思 的 是 ， 巴 比 伦 人 从 来 就 没有 到 出 这 一 步 。 到 了 公元 前 第 一 个 
一 二 年 的 中 期 的 塞 琉 西 王朝 时 期 ， 引 入 了 一 个 内 占 位 符 记 法 ， 从 而 使 得 
人 们 能 够 区 分 诸如 61 和 601 一 类 的 数 。 但 是 ， 他 们 没有 描述 数 末 尾 的 零 
的 问题 ， 所 以 他 们 的 记 法 无 法 区 分 620 和 62 000。 经 过 几 个 世纪 ， 真 实 
的 零 最 终 出 现在 印度 数学 中 ， 而 且 还 独立 地 出 现在 中 美洲 的 玛雅 人 的 数 


学 中 。 一 旦 出 现 ， 它 就 是 一 个 伟大 的 创新 。 

但 是 ， 又 出 现 了 男 外 一 个 问题 ， 为 什么 巴比伦 人 要 选择 60 作 为 他 们 
的 基数 呢 ? 人 类 文化 的 人 类 学 研究 和 考古 学 研究 已 经 发 现 通 用 的 基数 是 
2，5，10 以 及 其 他 小 于 20 的 数 。 这 多 少 与 人 类 的 解剖 学 特征 相关 : F 
臂 、 一 只 手 上 的 手指 、 两 只 手 上 的 手指 、 手 指 和 脚趾 。 换 句 话 说， 人 们 
使 用 号 体 作为 参照 ， 以 防 计算 出 错 。 

但 是 ， 为 什么 是 60 呢 ?尽管 无 法 确切 地 回答 这 一 问题 ,但 是 一 年 大 
致 有 6x60=360 天 似乎 有 点 启发 意义 。 研 究 数学 起 源 的 任何 人 都 认识 到 了 
天 文学 的 影响 ， 而 且 没 有 哪个 天 文学 度量 比 一 年 的 长 度 更 标准 。 也 许 一 
E CREO 360 天 是 把 数 60 提 升 到 巴比伦 算术 中 的 一 个 重要 位 置 的 关 
键 。 无 论 如 何 ， 它 已 经 在 诸如 一 分 钟 有 60 秒 ， 一 个 小 时 有 60 分 ， 一 个 圆 
有 360 度 这 样 的 基 为 60 的 度量 制 中 影响 到 我 们 。 

巴比伦 数学 至 少 与 埃及 数学 一 样 为 后 来 东 地 中 海 的 诺 多 发 现 呐 定 了 
基础 。 但 是 这 不 是 2000 年 前 数学 开始 及 展 的 唯一 一 个 地 方 。 在 亚洲 力 一 
端的 中 国人 已 经 建立 起 他 们 上 自己 的 令 人 钦佩 的 数学 传统 。 

我 们 已 经 在 第 H 章 遇 到 了 中 国 数学 ， 在 那里 我 们 看 到 了 在 《 周 体 算 
经 》 中 出 现 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 。 显 然 中 国人 对 这 个 定理 的 理解 更 
上 一般 性 ， 从 使 用 这 个 定理 的 问题 的 收集 中 束 可 以 明显 地 看 到 这 一 点 。 
例如 ， 下 面 的 问题 就 是 出 现在 《 九 章 算术 》 中 的 一 个 问题 ，《 九 章 算 
术 》 是 一 个 数学 论文 集 ， 它 的 年 代 可 以 退 溯 到 全 少 2000 年 前 ， 有 时 候 把 
它 称 为 与 欧 儿 里 得 的 《 儿 何 原本 》 等 同 的 中 国 的 几何 原本 。《 九 划算 
术 》 最 后 的 第 九 章 的 第 五 个 问题 是 : 
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树 向 上 攀升 。 目 标 是 求 它 的 长 上 度 。 为 了 实现 这 个 目标 ， 想 象 这 样 的 场 
Se: 设 藤 的 根 是 固定 在 地 面 上 的 ， 然 后 ， 树 被 回 右 “滚动 "了 七 圈 。 当 树 
移动 时 ， 这 条 滕 展开 ， 和 直到 滕 在 树 顶 与 地 面 之 间 被 拉 紧 的 最 后 状态 ， 如 
图 0-2 的 右 图 所 示 。 
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这 样 就 产生 了 一 个 直角 三 角形 ， 高 是 20， 即 树 的 高 度 ， 它 的 宽度 就 
是 树干 上 一 个 点 当 树 滚动 时 经 过 的 距离 。 每 滚动 一 圈 ， 这 个 点 都 移动 了 
这 标 树 的 周 长 的 距离 ， 这 标 树 的 周 长 是 3 尺 ， 所 以 这 个 三 角形 的 底 是 
7x3=21 尺 。 所 以 ， 我 们 有 这 样 的 直角 三 角形 ， 两 条 直角 边 分 别 是 20 和 
21， 和 斜 边 是 .， 即 这 条 滕 的 长 上 度 。 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定 


理 ，c2=a2+b2=202+212=400+441=841， 所 以 c= 841 = 29 
尺 。 这 就 是 2000 年 前 中 国 的 大 师 们 在 《 九 间 算 术 》 中 给 出 的 答案 。 稍 微 
清醒 一 下 ， 考 虑 今天 的 我 们 将 如 何 处 理 这 样 的 藤 问 题 。 

看 完 几 何 ， 我 们 再 说 一 下 算术 。 中 国人 沉迷 于 约 方 ， 这 是 整数 的 正 
方形 排列 ， 每 一 行 、 每 一 列 及 两 个 主 对 角 线 上 的 整数 之 和 相等 。 同 所 有 
古代 数学 一 样 ， 很 难 确定 这 个 课题 原创 的 精确 时 期 ， 但 是 有 一 个 传说 ， 
说 5000 年 前 大 副 从 一 只 神秘 的 乌龟 的 背 上 拓 印 了 一 个 约 方 。 尽 管 数学 家 
们 更 喜欢 把 结果 归 因 于 纯 推 理 而 不 是 神秘 的 动物 身 上 ， 但 是 至 无 疑问 中 
国人 是 这 一 类 数字 排列 的 古代 大 师 。 











图 0-3 


在 图 0-3 中 ， 我 们 看 到 一 个 3x3 的 正方 形 ， 它 包含 从 1 到 32=9 的 整 
数 。 注 意 每 一 行 、 每 一 列 以 及 两 个 主 对 角 线 上 的 整数 之 和 等 于 15。 这 是 
一 个 3x3 的 约 方 ， 它 被 称 为 洛 书 ， 对 中 国人 来 说 ， 它 承载 着 特殊 的 意 
X: 协调 与 平衡 ， 阴 与 阳 ， 这 把 数学 提升 到 了 一 种 精神 层面 。 

这 个 正方 形 并 不 难得 到 ， 但 是 它 的 4x4 或 者 5x5 类 似 物 又 是 什么 样子 
的 呢 ? 构造 它们 稍微 需要 一 些 技巧 ， 需 要 更 精妙 的 理论 ， 这 些 东西 不 仅 
激 起 了 中 国人 的 兴趣 ， 而 且 还 激 起 了 后 来 的 阿拉 伯 人 ， 乃 至 后 来 的 本 杰 
明 " 宇 兰 克 林 的 兴趣 ， 当 政治 争论 变 得 乏味 时 ， 富 兰 殉 林 就 开始 调制 约 


如 果 我 们 希望 构造 一 个 mxm 约 方 ， 第 一 步 是 要 确定 每 一 行 和 每 一 列 
以 及 主 对 角 线 上 的 数 的 公共 和 。 因 为 我 们 必须 把 1 到 m* 的 数 分 布 到 这 个 
正方 形 里 ， 我 们 知道 这 个 正方 形 里 的 所 有 整数 之 和 是 1+2+s+...+m<。 正 
如 我 们 在 第 J 章 所 看 到 那样 ， 前 ,个 整数 之 和 是 由 简单 的 公式 








n(n + 1) 
2 
给 出 的 。 因 此 ， 不 考虑 它们 的 排列 ， 在 这 个 mxmn 约 方 中 所 有 项 的 总 和 是 


m?(m? + 1) 

9 
当然 ， 把 这 个 正方 形 的 mm 行 的 每 一 行 加 起 来 也 可 以 得 到 这 个 和 。 因 为 每 
一 行 的 和 是 相同 的 ， 所 以 每 一 行 的 和 一 定 是 总 和 的 lm， 因 此 mxm 约 方 
的 每 一 行 《 和 每 一 列 ) 的 和 是 


E de m^(m?--1) _ m(m? +1) 


1+2+3+---+m*= 


m 2 2 


例如 ， 如 果 我 们 希望 构建 一 个 5x5 的 幻 方 ， 每 一 行 、 每 一 列 及 主 对 角 线 
的 和 一 定 等 于 


5(5* +1 
56 +1) 0 


剩 下 大 部 分 工作 就 是 奇迹 般 地 排列 这 些 数字 ， 但 是 这 种 初步 的 计算 让 我 
们 知道 行 和 列 的 总 和 要 达到 多 少 。 中 国人 非常 有 能 力 解 决 这 一 问题 ， 图 
O-4 所 示 的 5x5 的 幻 方 就 是 一 个 明显 的 证 据 ， 这 是 13 世 纪 的 杨辉 作出 的 。 

注意 ， 正 如 前 面 预测 的 那样 ， 每 一 行 、 每 一 列 和 主 对 角 线 之 和 等 于 
65。 而 其 他 内 部 模式 是 显然 的 。 例 如 ， 如 果 我 们 从 5x5 约 方 中 摘 取 以 13 
为 中 心 项 的 一 个 3x3 的 正方 形 〈 见 图 0-5) ， 我 们 会 发 现 它 是 一 个 修正 过 
的 幻 方 ， 使 用 了 数 7，8，9，12，13，14，17，18，19， 它 的 每 一 行 、 
每 一 列 和 主 对 角 线 的 和 都 等 于 39。 这 个 例子 和 其 他 “规则 套 规 则 ”的 例子 
特别 吸引 那些 在 数字 排列 中 追求 神圣 完美 的 人 。 
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图 O-4 













离开 中 国人 ， 我 们 必须 赶快 提 一 下 邦 外 一 个 文明 ， 它 的 贡献 是 最 重 
要 的 : 印度 的 印度 人 文化 。 印 度数 学 大 致 可 以 退 漳 到 埃及 的 草 纸 书 和 巴 
比 伦 的 泥 板 时 代 ， 一 个 迷人 而 且 未 解决 的 问题 就 是 这 些 人 们 之 间接 触 的 
程度 。 肯 定 有 一 些 人 怀疑 印度 -中 国 数学 之 间 的 相互 作用 ， 但 是 说 到 这 
一 相互 作用 的 规模 和 趋势 ， 陪 审 团 也 是 不 可 得 知 。 

无 论 如 何 ， 印 度 人 在 数学 方面 是 十 分 优秀 的 。 其 中 ， 他 们 最 重要 的 
成 就 是 三 角 学 的 发 展 。 他 们 在 这 个 领域 的 大 部 分 工作 渗入 到 后 来 的 阿拉 
E E E qud, 


印度 人 还 解决 了 一 些 非 常 奇 妙 的 代数 类 问题 ， 尽 管 当时 没有 符号 体 
系 。 其 中 一 个 问题 应 该 归功 于 姿 什 伽 罗 ， 也 叫 巴 卡拉 萨 雅 ， 或 者 叫 
做 “ 姿 什 伽 罗 老师 ”， 他 生活 的 年 代 大 约 是 公元 1150 年 。 例 如 ， 有 一 个 问 
题 是 求 两 个 整数 ， 使 得 第 一 个 数 的 平方 的 61 倍 比 第 二 个 数 的 平方 少 1。 
用 现代 的 记 法 ， 这 相当 于 求 两 个 数 x 和 y 使 得 61x*=y?-1。 这 个 问题 在 17 世 
纪 的 欧洲 再 一 次 被 提出 来 ， 给 数学 家 们 达 来 相当 的 考验 ， 姿 什 伽 罗 给 出 
了 这 个 问题 的 正确 解 。 他 的 答案 是 x=226 153 980, y-1 766 319 049, M 
这 很 难 不 令 人 惊讶 。 

印度 人 还 给 我 们 留 下 很 多 具有 启发 性 的 几何 结果 ， 其 中 最 引 人 注 目 
的 一 个 结果 就 是 求 圆 内 接 四 边 形 面积 的 婆罗 摩 且 多 公式 。 圆 内 接 四 边 形 
(cyclic quadrilateral) 是 内 接 于 一 个 圆 的 四 边 形 ， 如 图 0O-6 所 示 。 疤 罗 摩 
发 多 是 公元 7 世纪 的 天 文学 家 和 数学 家 ， 他 说 边 长 为 ob,cd 的 任意 这 样 的 
四 边 形 的 面积 由 下 面 公式 给 出 : 


(s — a)(s — b)(s — c)(s — d) 














1 
s=-(a+b+c+d) 
其 中 2 称 为 这 个 四 边 形 的 半 周 长 。 


图 。0-6 





为 了 看 一 下 它 的 应 用 ， 考 虑 图 0O-7 所 示 的 边 长 为 0 和 b 的 珑 形 。 当 
然 ， 通 过 令 和 矩形 的 对 角 的 交点 0 为 一 个 圆 的 圆心 ， 残 可 以 使 这 个 逢 形 内 
PIR ME. AVA REI AY DA EAN Be VOI, Pr ARAT Ades A ee EE 
笈多 公式 。 因 此 有 


1 E 
$ = 23(a+b+a +b) = 5 (2a + 2b) = a+b 


所 以 有 s-a=(a+b)-a= bis. b=(a+b)-b=a. 因此 ， 这 个 年 形 的 面积 是 











(s — als — by(s a)(s b) vbxaxbx va?l? 


当然 ， SEE GRD RR 2 多 公式 这 样 强大 的 武器 去 发 现 箱 形 的 
面积 等 于 它 的 底 与 高 的 乘积 。 这 左 像 用 联合 收割 机 制 一 根 草 一 样 。 





图 O-8 


但 是 ， 下 面 的 例子 就 不 是 这 样 初级 了 ， 它 取 自 于 古 印 度 的 课本 。[ 引 
在 这 里 我 们 要 求 的 是 边 长 为 a=39,b=60,c=52,d=25 的 圆 内 接 四 边 形 的 面 
只 ， 如 图 O-8 所 示 。 如 果 没 有 婆罗 摩 生 多 公式 的 帮助 ， 这 一 定 会 非常 困 
De rr Ee ene ene 
形 的 半 周 长 是 





1 
s = 5(39 + 60 + 52 + 25) = 88 





( 


88 — 39)(88 — 60)(88 — 52)(88 — 25) — 1764 


因此 面积 是 





图 0-9 


婆罗 摩 改 多 公式 有 一 个 有 趣 的 推论 。 对 于 图 0-9， 如 果 我 们 沿 着 圆 
请 动 项 点 D 到 顶点 C， 此 时 这 个 圆 内 接 四 边 形 惑 变 成 了 三 角形 ABC。 在 


armsat, KCD 一 0 ， 所 以 这 个 三 角形 可 以 看 成 是 < 退 
化 > 的 四 边 形 ， 因 此 它 的 面积 是 


现在 ，s 是 AABC 的 半 周 长 。 有 些 读者 也 许 认 出 来 了 ， 这 个 公式 天 是 三 角 
形 面 积 的 海伦 公式 ， 这 是 以 大 约 公 元 75 年 对 此 给 出 一 个 聪明 证 明 的 希腊 
数学 家 的 名 字 命 名 的 。 因 此 ， 姿 罗 摩 发 多 公式 是 海伦 公式 到 圆 内 接 四 边 
形 的 扩展 。 这 是 几何 学 中 一 个 引 人 注 目的 例子 。 

我 们 已 经 简要 地 提 到 了 印度 数学 家 的 最 伟大 成 就 之 一 : 在 十 进 制 体 
系 内 引入 了 零 。 我 们 不 可 能 精确 地 描述 出 这 一 思想 的 产生 年 代 ， 但 是 它 
也 许可 以 退 济 到 公元 第 一 个 一 干 年 的 中 期 。 来 自 这 一 时 期 的 文献 和 碑文 
非常 清楚 地 展示 出 零 ， 与 我 们 今天 的 零 看 起 来 很 像 。 这 一 发 明 非 常 有 
用 ， 不 仅 作 为 一 个 理论 结构 有 用 ， 而 且 作 为 一 个 计算 工具 也 非常 有 用 。 
所 以 ， 正 是 由 于 印度 人 采用 了 引入 零 的 数字 体系 ， 才 使 得 他 们 的 技术 被 
与 他 们 有 来 往 的 阿拉 伯 人 迅速 采用 。 到 了 这 第 一 个 一 千年 的 末期 ， 阿 拉 
伯 学 者 撰写 了 一 本 关于 美妙 的 “印度 算术 ”的 书籍 。 

正 是 通过 阿拉 伯 人 ， 最 终 这 些 思想 同 西 流入 欧洲 。 其 中 最 关键 的 一 
步 就 是 1202 年 比萨 的 列 昂 纳 多 的 《算盘 书 》 的 出 版 。 列 昂 纳 多 束 是 我 们 
今天 都 知道 的 斐 波 那 旭 ， 他 在 北非 波 过 了 他 大 部 分 年 轻 时 光 ， 他 在 那里 
学 习 了 阿拉 伯 语 并 研究 了 伊斯兰 数学 。 束 这样 ， 他 掌握 了 我 们 现在 所 称 
呼 的 印度 -阿拉 伯 数 字体 系 。 斐 波 那 契 的 书 把 这 些 思想 币 到 意大利 的 学 
术 中 心 ， 从 这 里 开始 这 些 思想 很 快 就 传播 到 了 欧洲 大 陆 。 

零 的 故事 是 众多 数学 历史 故事 的 典型 。 一 种 思想 诞生 了 ; 经 过 几 个 
地 方 和 几 个 世纪 的 时 间 ， 它 得 到 了 提炼 ， 并 被 传播 开 来 ; 它 变 成 了 国际 
数学 文化 的 一 部 分 。 数 学 是 全 世界 人 都 能 够 自豪 分 享 的 杰作 。 

或 许 它 应 该 如 此 。 然 而 ， 数 学 起 源 问题 最 近 已 经 成 为 挑战 西方 文明 
传统 观点 这 一 大 战役 中 的 一 个 小 冲突 。 你 会 发 现 两 个 极端 观点 。 第 一 是 
欧洲 中 心 论 ， 认 为 真正 的 数学 起 源 于 和 希腊， 在 希腊 ， 数 学 从 本 土 杰 出 的 
人 
Hp] 。 

反对 这 一 观点 的 是 多 元 文化 派 ， 他 们 坚持 认为 数学 的 起 源 应 该 同时 
归功 于 地 球 上 许多 不 同 的 人 们 。 这 一 看 法 把 诸多 发 现 归功 于 非 欧文 明 ， 





























并 坚持 认为 欧洲 中 心 论 的 学 者 正 试 痢 牌 曲 历史 ， 目 的 是 要 提高 他 们 目 己 
的 国家 、 宗 教 以 及 种 族 的 地 位 。 

无 需 多 说 ， 这 样 的 争论 很 快 升温 ， 甚 至 在 通常 都 很 安静 的 数学 大 厦 
内 也 如 此 。 与 大 多 数学 术 和 争论 一 样 ， 尺 管 真理 可 能 在 两 者 之 间 ， 但 古 往 
往 是 极端 分 子 抢 尽 了 风头 。 

没有 人 能 忽视 来 自 全 世界 各 地 的 数学 家 的 直 贷 成果， 包括 遭受 欧洲 
文明 的 错误 和 骏 行 排斥 的 那些 数学 家 的 成 果 。 不 可 否认 ， 和 希腊 人 了 最 重要 
的 贡献 在 于 强调 数学 中 逻辑 证 明 的 重要 性 ， 直 到 今天 这 仍旧 从 根本 上 刻 
画 着 数学 的 特征 ， 提 高 了 这 门 学 科 的 精妙 和 抽象 层次 ， 这 是 前 所 未 有 
的 。 学 者 们 从 没有 在 同样 久远 的 数学 传统 中 发 现 如 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 》 和 阿 基 米 德 的 《 论 球 和 圆柱 》 那 样 精妙 的 杰作 。 硕 腊 数 学 是 首创 
的 ， 是 非 几 的 。 当 然 ， 牛 顿 、 羔 布 尼 次 以 及 欧 拉 等 人 的 后 来 友 现 也 不 会 
因为 他 们 恰恰 来 自 英 格 兰 、 德 国 和 瑞士 而 失去 瘤 煜 。 

但 是 ， 同 样 清楚 的 是 希腊 数学 不 是 凭空 产生 的 。 其 他 文化 ， 无 论 是 
希腊 之 前 还 是 希腊 之 后 的 文化 ， 都 对 数学 的 发 展 做 出 了 很 多 贡献 。 与 别 
人 分 享 采 誉 时 表现 得 如 同 失 去 了 它 一 样 的 那些 学 者 们 常常 忽视 这 些 事 
实 。 认 为 数学 史 之 欧洲 中 心 论 解 释 太 过 于 眼光 短 浅 的 学 者 们 可 以 罗列 出 
很 多 明显 的 证 据 来 文 持 他 们 的 主张 。 

往往 被 激 进 的 欧洲 中 心 论 者 忽视 的 这 样 的 一 个 证 据 来 目 于 希腊 人 目 
己 。 公 元 前 15 世 纪 的 希腊 历史 学 家 和 希 罗 多 德 写 道 : 埃及 人 对 面积 度量 的 
兴趣 是 “几何 被 发 现 并 被 引入 希腊 之 路 ”。 包 非洲 的 埃及 与 南欧 的 希腊 之 
间 肯 定 存在 着 接触 ， 而 且 最 初 的 思想 流向 是 向 北 的 。 绝 无 任何 半点 贬低 
希腊 数学 成 就 之 意 ， 但 是 不 认可 对 和 希腊 思想 进程 产生 重大 影响 的 更 早 的 
埃及 人 ， 也 许 是 严重 的 误解 。 

巴比伦 人 对 算术 和 枚 举 的 贡献 ， 中 国人 关于 数论 的 发 现 ， 印 度 人 的 
三 角 学 以 及 后 来 的 阿拉 们 代数 ， 等 等 ， 这 一 切 融 和 成 现代 数学 之 盛宴 ， 
除 掉 其 中 任意 一 道 染 看 都 将 严重 影响 这 一 盛宴 。 

与 许多 遥远 过 去 的 话题 一 样 ， 数 学 起 源 问题 仍然 没有 最 终 的 答案 。 
更 好 的 学 识 、 更 大 规模 的 翻译 以 及 一 两 次 羊 运 的 考古 发 现 都 可 能 使 我 们 
更 加 清楚 地 领略 到 数学 的 开始 。 但 是 ， 今 天 关于 谁 第 一 个 发 现 了 什么 的 
争论 要 退 溯 到 更 早 的 事件 : 第 K 章 中 描述 的 关于 微 积分 优先 权 的 争论 。 
像 那样 令 人 遗憾 的 掺 杂 者 真理 、 方 言 和 民族 上 自 章 的 争论 一 样 ， 当 前 的 争 
论 很 有 可 能 看 不 到 关于 数学 思想 起 源 的 一 个 本 质 事实 : 在 人 类 成 就 的 这 
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现在 我 们 要 返回 到 我 们 经 常 光顾 的 第 A 半 : 系数 的 性 质 。 正 如 我 们 
己 经 提 到 的 那样 ， 素 数 是 整个 自然 数 体 系 唯一 的 构建 模块 ， 因 此 几 个 世 


纪 以 来 受到 了 人 们 的 特别 关注 。 

在 涉及 系数 的 很 多 问题 中 ， 其 中 一 个 最 有 趣 的 问题 应 该 是 关于 素数 
在 整数 中 的 分 布 问题 。 它 们 是 以 一 种 纯粹 随机 的 方式 罕 插 在 它们 的 非 素 
数 的 杀 威 中 间 吗 ? 或 者 是 它们 以 某 种 规律 或 者 某 种 可 见 的 模式 出 现 吗 ? 
后 面 这 个 问题 的 答案 是 “有 一 些 规律 ?>。 如 果 说 这 个 答案 有 些 推 话 和 令 人 
不 满意 ， 那 么 本 章 和 希望 论证 它 的 确 有 一 个 相当 明显 的 模式 。 它 诠释 了 整 
个 数学 中 最 壮观 的 成 果 之 一 ， 素 数 定理 。 

任何 研究 素数 分 布 的 人 应 该 都 是 从 一 个 列表 开始 。 下 和 面 的 列表 是 小 
于 100 的 25 个 素数 : 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41, 
43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97 
如 果 这 里 存在 某 种 模式 的 话 ， 那 么 它 不 是 那样 显然 。 当 然 ，2 之 后 的 所 
有 素数 都 是 奇数 ， 但 是 这 显然 没有 什么 太 大 的 帮助 。 我 们 注意 到 ， 这 些 
素数 中 有 几 个 缺口 : 24 到 28 以 及 90 到 96 之 间 没 有 素数 ， 后 者 是 连续 7 个 
合 数 。 而 与 此 同时 ， 我 们 看 到 某 些 素数 之 间 仅 相差 两 个 单位 ， 如 5 和 7， 
oc 这 样 的 背靠背 的 素数 ， 即 那些 p 和 p+2 的 素数 被 称 为 挛 生 素 


增加 数据 量 ， 我 们 收集 第 二 个 100 中 的 所 有 素数 ， 即 从 101 到 200: 
101,103,107,109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191 
这 一 次 共有 21 个 这 样 的 数 。 我 们 又 一 次 看 到 其 间 的 人 缺口， 例如， 从 182 
到 190 之 间 有 9 个 整齐 的 合 数 ， 而 直到 197 和 199 才 出 现 挛 生 素 数 。 

在 全 面 研究 素数 分 布 的 过 程 中 ， 缺 口 〈 在 这 之 间 素 数 相隔 很 远 ) 和 
挛 生 素数 〈 在 这 之 间 素 数 非常 靠近 ) 好 像 承 担 着 重要 的 角色 。 素 数 之 间 
有 更 长 的 缺口 吗 ? 挛 生 素数 有 无 限 多 个 吗 ? 有 趣 的 是 ， 第 一 个 问题 很 容 
易 回 答 ， 而 第 二 个 问题 是 数论 中 至 今 都 没有 解决 的 问题 之 一 。 

我 们 先 从 容易 的 问题 开始 。 假 设 我 们 要 生成 五 个 连续 的 合 数 。 使 用 
第 B 章 的 因数 分 解 记 法 ， 我 们 考虑 下 面 这 些 数 : 

6!+2=722,6!+3=723,6!+4=724,6!+5=725,6!+6=726 
很 容易 看 到 这 些 数 中 没有 素数 ， 但 是 一 个 更 有 意义 的 问题 是 其 中 的 原 
因 。 第 一 个 数 是 6!+2=6x5x4x3x2x1+2。 因 为 ?是 6! 和 其 本 身 的 因子 ， 所 
以 2 是 和 6!+2 的 因子 。 因 此 6!+2 不 是 素数 。 而 6!+3 也 不 是 素数 ， 因 为 
6!+3=6x5x4x3x2x1+3， 而 3 可 以 整除 这 两 项 ， 因 此 可 以 整除 整个 和 。 同 
样 4 是 6! 和 4 的 因子 ， 因 此 是 它们 的 和 的 因子 ，5 是 6! 和 5 的 因子 ， 因 此 是 
和 6!+5 的 因子 ，6 是 6!+6 的 因子 。 因 为 每 一 个 数 都 有 一 个 因子 ， 因 此 都 
不 是 素数 。 所 以 我 们 生成 了 五 个 连续 的 非 素 数 。 

可 以 肯定 地 说 我 们 这 样 做 太 复杂 了 。 因 为 五 个 连续 合 数 24,25,26， 
27,28 就 满足 条 件 啊 。 为 什么 引入 因数 分 解 ， 让 我 们 去 分 解 这 一 大 于 700 
































的 数 呢 ? 

答案 是 我 们 需要 一 个 一 般 的 方法 。 如 果 我 们 要 去 寻找 soo 个 连续 的 合 
数 的 话 ， 搜 索 素 数列 表 是 不 现实 的 ， 但 是 刚才 我 们 使 用 的 推理 却 使 我 们 
能 够 用 相同 的 模式 给 出 一 系列 合 数 。 

即 从 501!+2 开 始 ， 一 路 取 到 501!+501， 得 到 一 些 整数 。 显 然 这 样 做 
给 出 了 500 个 连续 的 整数 。 几 乎 也 同样 显然 ， 它 们 都 是 合 数 ， 因 为 2 整除 
501!+2，3 整 除 501!+3， 依 此 类 推 ， 直 到 501,501 能 够 整除 501!+501。 
此 这 是 500 个 连续 的 合 数 。 

从 5000001!+2 开 始 利用 完全 相同 的 过 程 ， 我 们 可 以 生成 500 万 个 连 
续 数 ， 其 中 没有 一 个 素数 。 同 样 ， 我 们 也 很 容易 生成 50 亿 个 甚至 是 5 万 
人 Hus 
入 的 缺口 。 

这 个 意思 就 是 说 ， 如 果 我 们 这 样 继续 下 去 ， 在 每 一 百 个 整数 之 间 计 
数 素数 ， 那 么 我 们 可 以 取 到 一 个 数 ， 从 这 个 数 开 始 ， 完 全 没有 素数 ， 即 
一 百 个 连续 整数 都 不 是 素数 。 但 是 ， 这 样 的 状况 太 奇 怪 了 。 当 我 们 得 到 
500 万 个 连续 的 合 数 时 ， 我 们 要 检查 每 一 百 个 整数 组 成 的 50 ”000 个 连续 
小 组 ， 发 现 其 中 没有 一 个 素数 ! 就 在 这 一 点 ， 似 乎 可 以 肯定 素数 没有 


qs 

相信 这 一 结论 的 人 建议 回 到 第 A 章 去 查阅 一 下 素数 无 穷 性 的 证 明 。 
存在 如 此 巨大 的 缺口 ， 这 个 缺口 如 此 巨大 使 得 人 类 即使 穷 其 一 生 也 无 法 
计数 它们 ， 但 是 ， 在 这 些 数 的 后 面 却 一 定 存在 更 多 的 素数 ， 总 是 有 更 多 
的 素数 。 它 们 是 无 穷 无 尽 的 。 

那么 ， 男 一 个 问题 又 如 何 呢 ? 是 否 同样 可 能 存在 无 穷 无 尽 的 杰 生 素 
数 昵 ? 数论 学 家 已 经 与 这 个 问题 斗争 了 好 几 个 世纪 。 即 使 在 非常 大 的 数 
中 间 ， 挛 生 素 数 也 会 不 时 地 跳出 来 。 例 如 ， 素 数 1 000 000 000 061 和 1 
000 000 000 063 就 是 一 个 例子 。 但 是 直到 今天 ， 也 没有 人 能 够 证 明 是 否 
存在 无 穷 多 个 挛 生 素数 。 这 个 问题 至 今 仍 没 有 解决 。 

尽管 这 个 问题 仍 继续 困扰 着 一 流 的 数学 大 脑 ， 但 是 三 胞 胎 素 数 的 无 
穷 性 问题 还 是 比较 容易 解决 的 。 我 们 说 三 个 素数 是 三 胞 胎 ， 如 果 它 们 有 
形式 p,p+2,p+4。 例 如 ，3，5，7 就 是 一 组 三 胞 胎 素 数 。 有 无 穷 多 组 三 胞 
RRA? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 首先 观察 到 ， 当 任何 一 个 数 除 以 3 时 ， 余 
数 一 定 是 0，1 或 2。 所 以 ， 如 果 我 们 有 三 胞 胎 素 数 p,p+2 和 P+4, 考 察 p 除 以 
3， 那 么 存在 三 种 可 能 的 结果 。 

余数 可 能 是 零 。 即 p 是 3 的 倍数 ， 或 者 用 符号 表示 ，p=3k， 其 中 k 是 
某 个 整数 。 如 果 k=1， 则 p=3， 于 是 我 们 就 可 以 发 现 这 三 个 素数 是 3，5， 
7。 如 果 k 且 2， 那么 p=3k 不 是 素数 ， 因 为 它 有 两 个 真 因 子 3 和 k。 于 是 3， 























5，7 束 是 这 种 情况 下 的 唯一 的 一 组 三 胞 胎 素数 。 

其 次 ，p 除 以 3 的 余数 可 能 是 1， 于 是 对 于 某 个 整数 k>1， 有 p=3k+1。 
(注意 我 们 可 以 不 考虑 k=0 的 情况 ， 因 为 p=3(0)+1=1 不 是 素数 。) 对 于 
这 种 情况 ， 这 组 三 胞 胎 素 数 的 第 二 个 数 
是 p+2= (3k+1) +2=3k+3=3 (k+1) 。 显 然 p+2 有 因子 3 和 k+1， 因 此 它 不 
是 系数。 所 以 我 们 得 出 结论 : 对 于 这 种 情况 ， 不 存在 三 胞 胎 素 数 。 

最 后 ， 假 设 p 除 以 3 的 余数 是 2。 那 么 对 于 某 个 整数 此 0,p=3k+2。 
此 这 组 素数 的 第 三 个 数 是 p+4=(3k+2)+4=3k+6=3(k+2)。 于 是 p+4 不 可 能 
是 素数 ， 因 为 它 有 因子 3。 没 有 符合 这 一 情况 的 三 胞 胎 素 数 。 

汇总 一 下 我 们 的 结果 ， 我 们 看 到 唯一 的 三 胞 胎 素 数 就 是 最 简单 的 那 
个 三 胞 胎 系 数 : 3，5，7。 对 问题 “三 胞 胎 素 数 有 无 穷 多 个 吗 ? ”的 答案 
是 一 个 非常 响亮 的 “不 ”>。 只 有 唯一 一 组 。 然 而 ， 当 把 “三 ?” 换 成 < 二 ”时 就 
把 这 个 问题 变 成 世界 级 问题 。 只 一 个 单词 就 造成 了 如 此 大 的 差异 。 

这 一 切 已 经 使 我 们 远离 了 我 们 原来 的 主题 ， 在 全 体 整 数 中 素数 的 分 
布 是 什么 样 的 呢 ? 一 个 选择 是 收集 数据 ， 逐 个 检查 ， 寻 找 茶 个 可 能 规律 
的 证 据 。 我 们 就 以 这 种 精神 进行 。 

这 时 有 个 习惯 ， 引 入 符号 n(x) 来 代表 小 于 或 者 等 于 整数 x 的 素数 数 
目 。 例 如 ，m(8)=4， 因 为 2，3，5，7 是 四 个 小 于 或 等 于 8 的 素数 。 同 样 
r(9)=r(10)=4。 而 r(13)=6， 因 为 2，3，5，7，11，13 是 六 个 小 于 或 等 于 
13 的 素数 。 

现在 ， 我 们 来 收集 数据 。 这 就 是 相当 于 计数 素数 并 创建 一 个 r(x) 的 
表格 。 下 面 就 是 一 个 这 样 的 表格 ， 在 这 里 我 们 取 当 x 与 10 的 贤 时 n(x) 的 
值 ，x 的 取 值 范围 是 从 10 到 100 亿 之 间 。 


























rir) r/xzir) 

10 1 0.400 000 00 2.500 000 00 

100 25 0.250 000 00 1.000 000 00 

1 000 168 0.168 000 00 5.952 380 95 

10 000 1 229 0.122 900 00 8.136 696 50 
100 000 9 592 0.095 920 00 10.425 354 5 


这 个 表格 的 最 右边 两 列 需 要 做 一 些 解释 。 其 中 一 列 给 出 了 n(x)/x 的 
值 ， 这 个 值 是 小 于 或 者 等 于 x 的 素数 数量 的 比例 。 例 如 ， 如 果 小 于 或 者 
等 于 100 万 的 素数 有 78 498 个 ， 则 








z(1 000 000) 78 498 


AUS. Am s ux (UPS 498 
1000000 ~ 1000000 075 498 


ee 以 内 的 素数 占 所 有 数 的 7.58%; 而 占 92.15% 的 大 部 分 数 是 


最 右边 的 一 列 给 出 了 n(x)/x 的 倒数 ， 我 们 称 它 为 r(x)。 对 于 x=10， 我 
们 看 到 
10 10 


r(10) — x (10) mue 2.5 
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这 个 表格 里 呈现 出 什么 样 的 模式 呢 ? 显然 当 x 增 大 时 ， 小 于 或 等 于 x 
的 素数 的 比例 减 小 〈 可 以 看 一 下 第 三 列 ) 。 换 名 话说 ， 当 我 们 移 向 更 大 
的 数 时 ， 素 数 则 成 比例 地 变 得 稀少 。 稍 微 沉 思 一 下 就 可 明白 这 一 现象 的 
合理 性 。 毕 竟 ， 对 于 素数 来 说 ， 它 必须 得 逃脱 被 所 有 更 小 的 数 整除 。 而 
对 于 小 的 数 ， 因 为 它 有 更 少 的 前 趋 ， 所 以 这 种 逃脱 更 容易 发 生 。 因 此 ， 
7 要 成 为 素数 ， 则 只 需 在 2，3，4，5，6 之 间 没 有 因子 即 可 ， 而 551 要 成 
为 素数 ， 则 它 必须 逃脱 2,3,4,5,...,549，550 中 的 所 有 因子 ， 这 看 起 来 似 
平 是 可 能 性 更 小 的 事件 。 (事实 上 ，551 可 以 被 19 整 除 ， 所 以 它 不 是 素 
数 。) 这 就 像 在 稀疏 小 雨中 奔跑 要 比 在 猛烈 的 暴风 雨中 奔跑 更 容易 些 一 
样 ， 所 以 ， 如 果 一 个 数 要 避 开 的 数 更 少 更 小 ， 那 么 它 更 容易 成 为 素数 。 

但 是 ， 数 学 家 们 需要 某 种 比 诸如 随 着 我 们 回 前 走 素数 变 得 稀少 这 一 
类 普通 的 观察 更 强大 的 东西 。 他 们 要 寻找 一 个 规律 ， 或 者 数学 公式 ， 以 
此 至 少 可 以 粗略 地 反映 素数 的 分 布 。 为 此 ， 上 面 那个 表 就 没有 太 多 的 帮 
助 。 甚 至 是 最 敏锐 的 观察 者 也 会 因为 不 能 够 仅 凭 借 这 一 表格 而 发 现 某 种 
模式 而 得 到 宽恕 。 

但 是 就 在 这 里 ， 和 微妙、 深奥 且 意 想不到 。 为 了 发 现 这 一 模式 ， 我 们 
必须 再 一 次 考虑 数 e 和 上 自然 对 数 。 这 看 似 相 当 奇 妙 的 数 e 会 与 素数 有 什么 
RA? 但 是 ， 正 如 我 们 在 第 N 章 中 看 到 的 那样 ， 这 个 数 经 党 在 很 多 意 想 
不 到 的 地 方 突然 出 现 。 

所 以 ， 扩 充 这 个 表格 ， 增 加 一 列 e 的 的 值 。 例 如 ， 当 x=10 
时 ，r(x)=10/4=2.5， 于 是 我 们 在 右边 的 一 列 记 入 值 e?*3=12.182 494。 按 着 
这 样 的 模式 进行 ， 得 到 























X r(x)-x/n(x) e% 


10 2.500 000 00 12.182 494 


100 4.000 000 00 54.598 150 

1 000 5.952 380 95 384.668 125 
10 000 8.136 696 50 3 417.609 127 
100 000 10.425 354 5 33 703.416 8 
1 000 000 12.739 178 1 340 843.293 2 


10 000 000 15.047 1201 3 426 740.583 
100 000 000 17.356 726 7 34 508 861.36 
1 000 000 000 19.666 6387 347 626 331.2 
10 000 000 000 21.975 4863 3 498 101 746. 


尽管 最 右边 这 列 没有 展示 出 很 完美 的 规律 ， 但 是 你 可 以 认识 到 其 中 
的 一 个 基础 原理 : 当 我 们 同 下 移动 时 ， 下 面 的 每 一 项 似乎 大 约 是 上 面 的 
项 的 十 倍 。 它 就 好 像 是 从 一 行 落 到 了 下 一 行 ， 因 此 当 把 x 增加 一 个 10 的 
因子 时 ，e"% 的 值 也 大 致 增加 一 个 10 的 因子 。 

这 一 现象 可 以 用 代数 表达 式 概括 如 下 : 

对 于 充分 大 的 x，er(l00s10erC9 

这 个 表达 式 简 单 地 说 明 ， 通 过 把 输入 从 x 增 加 到 10x 时 ， 新 的 输出 erdoo 将 
大 约 是 旧 输 出 er 的 十 倍 。 

表面 上 可 能 看 不 出 来 ， 但 是 这 种 观察 是 很 有 意义 的 。 我 们 已 经 把 我 
们 的 目标 设 定 为 确定 r(x)， 那 么 现在 至 少 我 们 已 经 得 到 相关 的 公式 ， 即 
erdoos10erm。 的 确 ， 这 一 公式 不 是 对 每 个 函数 都 适用 。 如 果 我 们 能 够 
寻找 到 一 个 服从 这 个 规律 的 函数 ， 那 么 对 我 们 确定 r(z) 是 大 有 帮助 的 。 

我 们 调用 自然 对 数 。 在 第 N 章 ， 我 们 强调 说 有 

In(e*)=x 
ix— XXe. AL BPA BCR) DUA ERE. (EE, ROTTER 
作 也 同样 可 行 : 如 果 我 们 从 x 开始 ， 取 它 的 自然 对 数 ， 然 后 用 这 个 结果 
BR, 我 们 又 返 回 到 x 符号 表示 为 
en Xx (*) 

举 一 个 具体 的 例子 ， 如 果 x=6， 则 In x=ln 6= 1.791 759 469， 而 eh*= eln 6= 
el.791 759 469— 6. 我 们 回 到 T 起 点 € 
































所 以 ， 如 果 我 们 从 10x 开 始 ， 取 目 然 对 数 得 到 In(10x)， 然 后 再 取 虞 
得 到 em(00%， 可 道 性 说 明 我 们 可 以 再 一 次 得 到 10x。 即 em(109=10x。 但 是 
根据 (*) ， 显 然 有 10x=10enx 把 这 个 两 个 事实 放 到 一 起 ， 我 们 得 出 结论 

eln(10x)— 10eln x 

剩 下 的 工作 就 是 在 上 面 己 有 的 关系 下 考虑 这 个 等 式 。 即 我 们 要 比较 
下 面 两 个 式 子 : 

el (10x). 10e), eln(10x)— 10eln x 
ee 我 们 做 一 个 大 胆 的 假设 : 当 x 充 分 大 时 ，r(x) 大 致 
等 于 ln x. 

这 就 是 素数 定理 的 本 质 ， 尽 管 我 们 用 不 同 的 形式 重 写 这 一 关系 。 即 
以 xn(x) 取 代 r(x) 得 到 x/n(x)xln x， 然 后 取 倒 数 得 到 如 下 定理 。 素 数 定理 : 
对 于 充分 大 的 xnt(x)/xS1/ln x. " 

以 这 种 形式 ， 这 个 定理 展现 出 它 的 全 部 菏 光 。 它 说 的 是 ， 系 数 在 所 
有 整数 中 的 比例 n(x)/x 在 x 充分 大 时 大 致 等 于 In ”x 的 倒数 。 素 数 的 分 布 与 
目 然 对 数 有 着 这 样 的 关联 是 非 同 寻 常 的 。 

当然 ， 我 们 还 没有 给 出 任何 证 明 。 我 们 也 不 再 证 明了 。 我 们 已 经 粗 
略 地 领略 到 了 这 一 答案 应 有 的 意义 。 作 一 次 具体 的 数字 检验 ， 我 们 修改 
我 们 的 表格 ， 把 n(x)/x 及 其 近似 值 In x 包含 进来 : 

















X T(x)/x 1/In(x ) 

10 0.400 000 00 0.434 294 48 
100 0.250 000 00 0.217 147 24 
1 000 0.168 000 00 0.144 764 83 
10 000 0.122 900 00 0.108 573 62 
100 000 0.095 920 00 0.086 858 90 
1 000 000 0.078 498 00 0.072 382 41 


10 000 000 0.066 457 90 0.062 042 07 
100 000 000 0.057 61455 0.054 286 81 
1000 000 000 0.050 847 53 0.048 254 94 
10 000 000 000 0.045 505 25 0.043 429 45 





这 样 的 一 致 当然 是 不 完美 的 ， 不 过 随 着 x 的 增加 ， 它 的 确 得 到 了 改 
进 。 如 最 后 一 项 所 展示 的 那样 ， 小 于 或 等 于 100 亿 的 素数 的 比例 与 
1/1,(10 000 000 000) 只 相差 0.002， 所 以 这 个 近似 值 的 误差 只 有 千 分 之 
"p MM re ae 
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如 果 读 者 相信 不 曾 有 人 看 出 这 样 的 关系 ， 那 么 我 们 建议 他 再 想 一 
想 。 卡 尔 * 弗 里 德里 希 * 高 斯 14 岁 时 写 的 诸多 论文 中 有 一 篇 论文 中 有 下 面 


的 式 子 : H 
a(-oo)UÀ F HIZK ZXa/la 

这 些 记 述 是 什么 意思 呢 ? 首先 ， 我 们 可 以 把 *a 以 下 的 素数 ”用 现代 等 价 
物 n(a 蔡 换 。 男 外 ， 显 然 “1laq” 束 是 我 们 的 “In a^. M“ (=) RE 
是 “ 当 a oh aS ata Ana”. Bub. AAA Bee ao F: 

对 于 充分 大 的 a， nt(a)xa/ln a 
我 们 用 a 去 除 上 面 式 子 的 两 边 得 到 

对 于 充分 大 的 a，T(aOsLin a 
人 a 


Tho 

似乎 高 斯 的 成 就 与 堆 迪 尼 从 被 锁 住 并 沉 入 水 底 的 保险 箱 中 逃脱 的 能 
力 没 有 什么 不 同 ， 也 就 是 说 ， 这 个 孩子 的 才能 像 魔 法 一 样 。 但 是 ， 我 们 
不 应 该 忘记 高 斯 对 数 的 异常 迷恋 ， 还 有 ， 他 有 着 惊人 的 高 智商 ， 还 有 ， 
他 生活 在 没有 MTV 的 时 代 。 

正如 我 们 提 到 的 那样 ， 高 期 已 经 认识 到 了 这 种 模式 ， 但 是 他 没有 给 
出 证 明 。 之 后 几 百 年 也 没有 人 给 出 证 明 。1896 年 雅 元 * 阿 达 玛 (Jacques 
Hadamard,1865 一 1963) 和 瓦 利 * 普 桑 (C. J. de La Vallee Poussin, 1866- 
1962) 利 用 解析 数论 的 某 些 非常 精妙 的 技术 最 终 证 明了 素数 定理 。 这 两 
个 人 除了 寿命 几乎 一 样 之 外 ， 他 们 还 独立 地 几乎 同时 给 出 了 这 一 证 明 ， 
因此 他 们 共同 分 享 了 建立 这 一 数学 里 程 碑 的 荣誉 。 

我 们 以 一 个 引 人 注 目的 观察 结束 本 章 。 从 欧 几 里 得 时 代 开 始 到 今 
天 ， 关 于 素数 有 数 以 干 计 的 定理 得 到 了 证 明 。 许 多 非常 重要 ;有 些 非常 
优美 。 但 是 ， 它 们 当中 只 有 一 个 ， 也 就 是 本 章 的 论题 ， 被 一 致 称 为 素数 
定理 。 
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在 1637 年 的 《几何 学 》 中 ， 勒 内 "第 卡 儿 评 论说 : “算术 只 包含 四 种 
或 者 五 种 运算 ， 分 别 是 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 和 开 方 。? 

除了 他 不 太 负 责任 的 对 精确 数字 〈“ 四 或 五 >) Bye y S 
卡 儿 还 是 相当 明确 地 说 出 了 算术 所 允许 的 运算 。 以 现代 的 观点 看 ， 可 以 





利用 这 些 运 算 生 成 一 个 数 系 层 ， 而 每 一 层 都 是 对 其 前 趋 的 扩充 ， 并 同时 
珊 来 更 大 的 代数 可 操作 性 。 这 种 来 自 算术 运算 的 数 系 结构 既是 逻辑 要 求 
也 是 历史 要 求 。 

同 第 A 章 一 样 ， 这 次 冒险 旅程 从 自然 数 集合 N 开 始 。 假 设 我 们 在 这 
个 数 系 内 工作 ， 而 且 我 们 可 操作 的 运算 只 有 加 法 。 即 我 们 可 以 选择 任意 
两 个 自然 数 ， 然 后 把 它们 加 起 来 ， 并 记录 其 结果 。 如 果 我 们 要 把 所 有 可 
E LAE 并 把 它们 的 和 集中 起 来 形成 一 个 集合 ， 它 将 是 什么 样 

Se? 

立刻 就 有 答案 : 它 仍然 是 自然 数 集 合 N。 数 学 家 说 自然 数 在 加 法 之 
下 是 封闭 的 ， 他 们 的 意思 是 说 任何 一 个 自然 数 都 不 会 因为 与 其 他 成 员 相 
加 而 逃 出 自然 数 集合 N。 集 合 N 对 加 法 来 说 是 充分 的 。 

如 果 我 们 说 的 是 乘法 ， 上 面 的 结论 一 样 成 立 。 整 数 的 加 和 乘 仍然 是 
整数 ， 所 以 N 不 仅 对 加 封闭 而 且 对 乘 也 展示 了 封闭 性 。 到 此 一 切 展 好 。 

但 是 ， 当 我 们 在 其 中 引入 减法 时 ， 和 情况 就 变 得 糟 灯 了。 两 个 自然 数 
的 差 是 自然 数 不 再 为 真 ， 例 如 ， 尽 管 2 和 6 在 N 中 ， 但 2-6 不 在 N 中 。 利 用 
减法 ， 我 们 就 可 以 逃脱 自然 数 集合 N。 

此 时 ， 我 们 面临 两 种 选择 。 有 一 个 老 笑 话 表明 了 第 一 种 选择 ， 这 个 
See ay es ee UN 
art lo.” 

这 位 医生 的 劝告 是 : “不 要 那样 做 了 。” 

因此 ， 我 们 可 以 通过 茶 止 作 减 法 来 元 服 两 个 自然 数 相 减 带 来 的 缺 
只 。 当 然 ， 这 是 殉 请 的 。 另 一 个 选择 ， 也 是 数学 家 和 采用 的 补救 方法 是 允 
许 作 减法 ， 但 是 相应 地 扩充 数 系 。 扩 充 后 的 数 系 ， 包 含 负 整数 和 零 ， 称 
为 整数 ， 记 作 Z。 

尽管 下 面 的 事实 对 我 们 来 说 有 点 奇怪 ， 但 是 很 多 数学 家 最 初 非常 猛 
烈 地 反对 “ 数 ” 的 扩 元 想法 。 其 中 一 部 分 原因 是 从 希腊 遗传 下 来 的 数学 的 
几何 情结 ， 因 为 很 难 想 象 有 负 长 度 、 负 面积 和 负 体 积 。 还 有 一 部 分 原因 
就 是 对 小 于 零 的 量 的 一 种 哲学 上 的 反感 。 因 此 ， 我 们 发 现 到 元 尔 * 施 带 
费 尔 (Michael ”Stifel， 大 约 1487 一 1567) 把 负数 称 为 “数字 疯子 ”"， 杰 罗拉 
莫 * 卡 尔 达 诡 (Gerolamo Cardano) 同 样 也 使 用 了 一 个 轻 乱 之 词 “ 虚 构 的 
数 ”。 这 种 反对 负数 的 观点 一 直 进 入 到 了 18 世 纪 ， 正 如 弗 阴 西 斯 "马赛 罗 
(Francis Maseres, 1731-1824) 男 器 在 下 面 一 段 文字 中 说 的 那样 : 

人 们 曾经 希望 …... 永 远 也 不 要 允许 负数 进入 代数 ， 或 者 把 它 从 中 再 
URBS: 因为 如 果 这 样 做 了 ， 那 么 束 有 充分 的 理由 想象 ， 那 些 大 师 们 
A d CH HS P] HEEE o TEE EIS] BR cesT TER PH PN 8 EJ FE DO 
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甚至 笛 卡 儿 也 把 负数 称 为 假 根 。 对 于 大 部 分 数学 家 来 说 ， 这 既 奇怪 



































又 让 人 觉得 困惑 。 

尽管 如 此 ， 数 学 家 们 还 是 治愈 了 减法 的 疾病 ， 因 为 Zz 中 任意 两 个 整 
数 的 加、 减 和 乘 仍 然 产 生 Z 中 的 整数 。 这 个 新 数 系 在 笛 卡 儿 的 三 运算 之 
下 是 封闭 的 。 

接 下 来 是 除法 ， 这 个 运算 给 出 更 加 根本 的 问题 。 有 的 时 候 情 况 很 
好 : 例如 ，6 和 2 在 Z 中 ， 而 6/2 也 在 Z 中 。 举 一 个 饮食 的 例子 ， 我 们 可 以 
把 6 个 苹果 分 给 两 个 人 ， 每 个 人 得 到 3 个 苹果 。 

但 是 ， 如 何 把 2 个 苹果 分 给 6 个 人 昵 ?正如 喜剧 演员 说 的 那样 ， 答 案 
是 制 成 苹果 效 。 这 种 幽默 相当 于 承认 Z 在 除法 之 下 是 不 封闭 的 ， 因 为 
2:6 不 在 Z 中 。 【除了 这 些 陈 辞 之 外 ， 有 一 次 格 劳 乔 "马克 思 被 问 到 如 何 
把 2 把 伞 分 给 6 个 人 的 时 候 ， 他 回答 : 做 个 伞 奖 。) 

适应 除法 可 不 是 一 件 开 玩笑 的 事情 。 它 需要 把 这 个 数 系 做 男 一 种 扩 
充 ， 把 它 扩 充 到 丙 的 集合 ， 或 者 用 专业 的 行 话 说 ， 扩 充 到 有 理 数 集合 。 
形式 上 上， 有理数 集合 Q 是 所 有 商 ab 的 集合 ， 其 中 a 和 jb 是 整数 且 bz0。 
此 ，-2/3 在 Q 中 ，7/18，18/7 也 同样 在 Q 中 。 注 意 ， 任 意 的 整数 a 也 在 Q 
中 ， 因 为 a=a/1， 此 时 后 者 显然 是 分 数 形式 。 

上 面 有 一 个 限制 ， 即 分 数 的 分 母 不 能 为 零 。 诸 如 4/0 这 样 的 表达 式 
在 有 理 数 中 是 不 允许 的 。 看 一 下 这 是 为 什么 ， 和 暂时 假设 440 有 意义 ， 使 
得 存在 某 个 数 x 有 4/0=x。 如 果 利 用 交叉 相 乘 ， 我 们 得 到 4=0x。 但 是 
0xx=0， 所 以 我 们 最 终 得 到 4=0， 这 是 任何 人 都 不 能 接受 的 事实 。 数 学 家 
ERWI RENERE E. SCIRE AR RES IER 
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有 理 数 有 两 个 重要 性 质 值 得 一 提 。 它 们 很 有 意义 ， 因 为 它们 是 自然 
数 或 者 整数 所 不 拥有 的 ， 而 且说 明了 有 理 数 优越 于 它 的 前 磋 N 和 ZZ。 

第 一 个 性 质 是 Q 在 加 、 减 、 乘 、 除 四 个 基本 运算 之 下 是 封闭 的 ， 当 
然 禁止 零 做 除数 。 数 学 家 喜欢 这 类 数 系 ， 因 为 它们 可 以 随意 进行 加 、 
Ja. Fe. BREVIS AERA ZA. 

第 二 个 性 质 是 有 理 数 是 稠密 的 ， 这 是 它 重 要 的 不 同 之 处 。 这 表明 任 
意 两 个 有 理 数 之 间 一 定 存在 另 一 个 有 理 数 。 显 然 整数 没有 这 样 的 性 质 ， 
因为 整数 之 间 是 有 空隙 的 ， 例 如 5 和 6 之 是 没有 整数 的 。 整 数 是 按照 一 定 
的 步伐 分 布 的 ， 每 一 次 都 让 它 的 后 继 者 走 一 个 单位 。 我 们 认为 它们 是 离 
EG IE MERR. 

而 商 却 不 这 样 。1/2 和 4/7 之 间 有 15/28， 而 15/28 与 4/7 之 间 有 31/56， 
等 等 。 一 般 地 ， 对 于 任意 两 个 有 理 数 























它们 的 均值 


a 
b Pi 
2 

落 在 它们 之 间 ( 参 见 图 Q-1)。 进 一 步 ， 把 上 面 式 子 的 分 子 和 分 母 同 时 乘 
以 bq, 我 们 看 到 

7 : £s z + = bd — ad + be 
B = a as 
所 以 两 个 数 的 平均 数 的 确 是 另 一 个 有 理 数 。 














因为 这 个 过 程 可 以 无 限 地 重复 下 去 ， 所 以 任意 两 个 有 理 数 之 间 有 无 
We APR. Alt, APSE EIT YD T fete Sk ANSEL EH o 
它们 丰富 得 无 法 理解 。 

这 意味 着 所 有 数 都 是 有 理 数 吗 ? 答案 是 “不 ”， 当 然 这 个 答案 似乎 不 
古 那 样 下 白 。 有 一 个 方法 就 是 考虑 分 数 的 无 限 小 数 表 示 。 

我 们 都 还 记得 小 学 学 过 的 十 进 制 小 数 展开 。 通 种 的 笔算 产生 一 连 串 
的 丙 和 余数 ， 例 如 下 面 是 确定 5/8 的 小 数 的 过 程 : 





40 
40 
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这 里 ， 当 我 们 向 下 移动 余数 时 进行 高 亮 显示 : 先是 5〈 这 是 我 们 开始 进 
行 运算 的 地 方 )， 然 后 是 2-，4 和 和 0。 一旦 出 现 余 数 零 ， 就 不 用 再 进行 下 
去 了 ， 我 们 最 终 得 到 5/8=0.625。 因 为 我 们 是 在 把 有 理 数 表示 成 无 限 小 数 
的 形式 ， 所 以 我 们 可 以 附加 无 限 多 个 零 ， 于 是 写成 5/8=0.625 000...。 

这 个 例子 中 的 除法 过 程 能 够 停止 ， 它 展示 了 两 种 可 能 中 的 一 种 。 当 
我 们 做 诸如 5/7 这 样 的 除法 时 ， 则 产生 另 一 种 可 能 : 
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此 时 ， 这 个 除法 过 程 没 有 停止 的 迹象 。 但 是 ， 当 我 们 考虑 余数 的 
列 5，1，3，2，6，4，5 时 ， 我 们 看 到 出 现 了 重复 。 在 此 ， 我 们 发 现 我 
们 又 是 在 做 50 除 以 7 的 运算 ， 所 以 我 们 必须 进行 相同 的 循环 过 程 。 这 个 
小 数 展开 将 重复 出 现 数字 714 285， 返 回 到 余数 5， 再 次 开始 另外 一 次 循 
环 。 所 以 5/7 展 开 是 

0.714 285 714 285 714 285 714 285... 
其 中 的 关键 问题 是 ， 这 样 的 重复 是 一 次 偶然 ， 还 是 一 个 普遍 的 规 
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律 。 很 容易 看 到 这 种 重复 是 有 规律 的 。 当 被 7 除 时 ， 余 数 仅 有 的 可 能 是 
0，1，2，3，4，5，6。 如 果 余 数 是 零 ， 那 么 这 个 过 程 停 止 。 否 则 ， 不 
超过 六 步 之 后 我 们 一 定 会 得 到 一 个 前 面 看 到 过 的 余数 ， 因 为 余数 只 能 是 
1 到 6 中 间 的 一 个 。 一 旦 一 个 余数 重复 出 现 ， 除 法 的 循环 也 将 出 现 。 

这 里 除数 是 不 是 7 无 关 紧 要 。 完 全 相同 的 推理 过 程 表 明 ， 当 我 们 把 
113/757 转 换 成 小 数 时 ， 这 一 展开 必 将 在 最 多 756 步 之 后 出 现 重 复 〈( 实 际 
上 它 很 快 就 出 现 了 重复 ) 。 一 般 地 ， 当 进行 wb 时 ， 除 法 或 者 停止 ， 或 
者 至 多 在 5-1 步 之 后 出 现 重复 。 

因此 ， 我 们 看 到 任何 有 理 数 的 小 数 展开 必定 出 现 一 个 重复 块 。 无 论 
是 第 一 个 例子 中 的 重复 块 <0”， 还 是 第 二 个 例子 中 的 “714285”， 都 是 如 
此 。 有 理 数 是 循环 小 数 。 

这 一 标准 为 生成 非 有 理 数 提供 了 方法 : 简单 地 创建 一 个 没有 重复 块 
的 无 限 小 数 。 例 如 下 面 的 实数 

0.101 001 000 100 001 000 001 000 000 100 000 00... 
有 一 个 0、 两 个 0、 三 个 0 等 等 的 串 。 不 出 现 重复 块 。 因 此 ， 这 个 数 不 是 
有 理 数 ， 所 以 不 能 表示 成 两 个 整数 的 商 。 它 就 是 数学 家 所 称 的 无 理 数 ， 
并 具体 解释 了 斯 带 费 尔 的 深刻 的 评论 的 意义 :“ 当 我 们 尝试 给 它们 (无 
理 数 ) 一 个 一 个 编号 时 .……. 我 们 发 现 它 们 永远 可 以 逃脱 ， 本 质 上 它们 中 
的 任何 一 个 都 无 法 被 精确 观察 到 。” 用 斯 带 费 尔 的 话说 ， 在 小 数 展开 中 
结尾 的 无 规律 性 表明 无 理 数 隐藏 在 “无 穷 广 大 的 云雾 之 中 ”。 昌 | 

尽管 上 面 引 用 的 小 数 是 无 理 数 ， 但 是 它 不 是 一 个 引起 人 们 注意 的 无 
理 数 。 更 加 迷人 的 无 理 数 应 该 有 这 样 的 身份 : 它 是 被 广泛 当 作 无 理 数 使 





用 的 数 。 例 如 ， [eee rrr 
的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 确认 。 
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如 果 我 们 考虑 如 图 Q-2 中 所 示 的 边 长 为 、 对 角 线 为 dq 的 正方 形 时 ， 
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d? = s? + s? = 25”, d = V2s2 = s/2 
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场 中 随处 可 见 。 
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者 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 种子 希 伯 斯 因 公开 发 表 如 此 不 幸 的 事情 而 被 暗 
杀 。 一 个 生死 依 关 的 结果 应 该 得 到 特殊 的 关注 ， 所 以 我 们 给 出 两 种 不 同 
的 无 理性 证 明 。 第 一 种 方法 需要 一 点 儿 何 知识 ， 而 第 二 种 方法 需要 一 点 
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两 个 整数 的 商 ， 无 论 我 们 尝试 什么 样 的 方法 都 不 可 能 。 

正如 我 们 在 第 J 章 中 所 提 到 的 那样 ， 这 类 目标 仅 通 过 几 个 例子 是 不 
可 能 实现 的 。 一 位 化 学 家 把 50 000 份 钠 放 入 50 000 个 大 口水 杯 里 ， 见 证 
50 000 次 爆炸 也 许 能 够 产生 某 种 东西 的 结论 。 但 是 ， 数 学 家 如 果 选 择 50 


000 个 分 数 ， 发 现 其 中 没有 等 于 V2m, 也 不 能 说 他 比 没有 开始 实验 
的 人 更 接近 一 般 性 结论 。 
为 此 ， 迫 在 眉 睫 的 事情 是 需要 一 种 更 巧妙 的 武器 。 这 种 武器 是 反 证 
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定理 V2 是 无 理 数 。 


m OPEN 


V2 an. 在 这 里 ， 我 们 要 求 a/b 已 经 被 化 简 到 最 小 项 出 ， 这 一 条 很 重 
要 。 这 一 要 求 不 是 不 合理 要 求 ， 因 为 只 要 适当 调整 分 数 这 总 是 可 以 做 到 
的 。《 例 如 ， 我 们 可 以 把 15/9 化 简 成 553。) 


利用 构造 边 长 为 pb 的 一 个 正方 形 《〈 参 见 图 Q- 


3)。 根 据 我 们 早 前 的 观察 ， 对 角 线 长 度 是 pb M aiea. WE XR 
XS f AAR E ADH ZR BLAD, WDELAC, XK'PE(EBC E. WEA 


AC—AD-a-b 
示 。 于 是 ， 线 段 CD 的 长 度 是 
JER, ZACBH4S5°. , Mi ZCDEE90°, AFLLACEDI 5-7 fA th 
是 45"。 从 而 ACED 是 等 腰 三 角形 ， 于 是 有 


ED = CD =a —b 


接 下 来 画 线段 AE， 形 成 直角 三 角形 ADE 和 ABE， 它 们 有 公共 和 人 笠 边 
AF。 对 这 两 个 直角 三 角形 运用 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 


AB! 4 EB! - AE! - AD. 4 ED! 
——2 2 
pg, 十 BB =b. ED ， 从 这 个 式 子 我 们 可 以 得 到 
一 一 一 2 ——2 NOMEN 
EB =ED ,,EB-ED-a-b, 
有 EC = BC — EB =b- (a — b) = 2b—a, 
现在 ， 我 们 关注 小 直角 三 角形 CED。 因 为 它 的 两 个 直角 边 的 长 度 
是 a-bp， 毕 达 哥 拉 斯 定理 告知 它 的 斜 边 EC 的 长 度 是 (a-b) V2 另 一 方 


面 ， 我 们 已 经 证 明了 EC 的 长 度 是 2b-a。 因 此 (a-b) V2 ono 或 者 有 


Un es 2b —a 
a—b 


总 结 到 此 的 推理 ， 我 们 假设 2 然后 ， 利 用 一 后 
初等 几何 知识 推导 出 


2b— à 
Aa 
a—b 
也 许 迹象 还 不 明显 ， 但 我 们 已 经 处 在 了 矛盾 的 边缘 。 为 了 完成 证 
明 ， 我 们 需要 下 面 四 个 简单 的 观察 
(1) 因 为 a 和 b 是 整数 ， 所 以 2b-g 和 a-b 也 是 。 








(2) 因 为 我 们 假设 V2 又 因为 1< V2. 所 以 我 们 知道 
1<a/b<2。 把 这 个 不 等 式 两 边 乘 以 b 产 生 不 等 式 b<a<2b。 

(3) 根 据 观 察 2 中 的 b<a， 我 们 导出 a-b 是 正 的 ， 而 根据 观察 2 中 的 
qa<2b， 我 们 可 以 导出 2b-a 也 是 正 的 。 

(4) 把 观察 2 中 的 不 等 式 b<a 两 边 加 倍 ， 我 们 看 到 2b<2a， 然 后 两 边 再 
减 去 a， 我 们 得 到 2b-a<a。 


所 以 ， 尽 管 我 们 已 经 假设 V2 =a/b 是 写成 正 整数 的 商 的 最 小 项 ， 
但 是 ， 此 时 我 们 有 


un = 2b —a 
a—b 


上 式 的 分 子 和 分 母 都 是 正 整数 《根据 观察 1 和 观察 3) ， 这 个 新 的 分 子 
2b-a 严 格 小 于 原来 的 分 子 a 根据 观察 4) 。 因 为 此 时 我 们 有 了 更 小 的 分 








子 ， 所 以 我 们 可 以 化 简 V2 的 分 数 表示 ， 这 不 符合 它 已 经 是 最 小 项 的 
假设 ， 因 此 这 个 化 简 显 然 是 不 可 能 的 。 
2 


BAM SA CEI) 。 而 整个 推理 是 以 最 初 的 是 有 





理 数 的 错误 假设 开始 的 。 拒 绝 这 一 假设 ， 我 们 得 出 .en 


W, WHEE, = 


别 怪 我 纠缠 这 个 数 不 放 ， 现 在 我 们 给 出 第 二 个 且 更 短 的 V2 的 无 
理性 证 明 。 它 的 先决 条 件 是 整数 的 唯一 因数 分 解 原理 ， 我 们 已 经 在 第 A 
章 中 讨论 了 这 个 定理 ， 除 此 之 外 还 有 一 个 原理 ， 下 面 我 们 讲述 这 个 原 
理 。 

假设 一 个 正 整 数 m 已 经 被 分 解 成 素数 。 例 如 ， 如 果 m=360， 我 们 
有 m=23x3*x5。 注 意 在 这 个 因数 分 解 式 中 素数 2 出 现 3 次 ， 素 数 3 出 现 2 
次 ， 素 数 5 出 现 1 次 ， 其 他 素数 ， 如 7，11，13 等 没有 出 现 。 当 然 ， 对 于 
不 确定 的 整数 ， 我 们 不 能 说 出 任何 给 定 素数 的 出 现 次 数 。 

但 是 ， 考 虑 m。 对 于 我 们 的 例子 ， 有 下 面 的 式 子 

1n<=360“=(23x32x5)x(23x32x5)=26x34x5“ 
注意 在 m* 的 因数 分 解 中 ， 每 一 个 素数 出 现 的 次 数 是 它 在 m 的 因数 分 解 中 
出 现 次 数 的 2 倍 ， 这 表明 每 个 素数 出 现 的 次 数 是 偶数 。 因 此 ， 第 一 个 m 
中 的 3 个 2 乘 以 第 二 个 m 中 的 3 个 2 得 到 m 中 的 6 个 2。 类 似 地 ， 有 4 个 3，2 
45, MEAT 11, 13%. 

略 加 思考 就 会 明白 ， 这 一 现象 总 会 发 生 ， 因 为 平方 任意 一 个 正 整 
数 ， 我 们 束 把 它 的 陛 数 因子 出 现 的 次 数 加 倍 ， 而 且 加 倍 导 致 一 个 偶数 的 
结果 。《 和 零 被 加 倍 仍然 是 零 ， 它 也 是 偶数 。) 总 之 ， 我 们 已 经 核实 了 下 
面 的 原理 : 

任意 整数 的 平方 一 定 使 得 每 个 素数 在 它 的 素数 因数 分 解 中 出 现 偶数 


次 。 
到 此 ， 我 们 已 经 为 第 二 个 无 理性 证 明 做 好 了 准备 。 














定理 V2 是 无 理 数 。 


证 明 《〈 反 证 法 ) 假设 cee. 于 是 存在 整数 a 和 b， 使 得 V2 


=ab 把 这 个 式 子 两 边 平方 ， 并 交叉 相 乘 ， 我 们 得 到 2b=a“。 

考虑 对 等 式 两 边 做 素 因数 分 解 。 右 边 出 现 了 ao ， 即 整数 aq 的 平方 。 
根据 上 面 的 原理 ， 我 们 知道 素数 2 一 定 在 这 个 因数 分 解 中 出 现 偶数 次 。 
同时 ， 左 边 包 含 演 ， 同 样 素数 2 在 它 的 因数 分 解 中 出 现 偶数 次 。 但 是 这 
里 存在 一 个 问题 ， 左 边 是 2 ， 所 以 有 一 个 额外 的 2 存在 。 因 为 < 提供 侦 
数 个 2， 表 达 式 2b* 在 分 解 成 素数 因数 时 ， 它 一 定 包含 奇数 个 2。 

因此 我 们 导出 一 个 矛盾 ， 因 为 我 们 已 经 证 明 必 被 素数 因数 分 解 时 ， 
它 一定 包 含 偶 数 个 2， 而 相同 的 数 22 的 素数 因数 分 解 却 包 含 奇数 个 2。 
因此 ， 数 a 或 者 2 有 两 个 不 同 的 素 因 数 分 解 。 

这 是 不 可 能 的 ， 它 违反 了 第 A 章 的 唯一 因数 分 解 原理 。 因 此 逻辑 上 
一 定 有 什么 事情 是 错误 的 。 回 头 检查 一 下 整个 推理 过 程 ， 发 现 这 一 叹 烦 











源 目 于 我 们 了 最 初 的 ‘eer 我 们 抛弃 这 一 假设 ， 得 


出 V2 是 无 理 数 的 结论 。 
用 3，5，7 或 其 他 任何 系数 取代 2， 第 二 个 证 明 可 以 论证 


v3, V5, Eua: 事实 上 ， 对 于 任何 一 个 非 完 


全 平方 整数 n， Vn 是 无 理 数 5 当 n 不 是 完全 立方 时 ， Vn 也 是 





无 理 数 。 当 mn 不 是 完全 四 次 方 时 ， 0 依次 类 推 。 
所 以 ， 无 理 数 大 量 存在 。 但 是 ， 对 于 这 样 的 无 理 数 ， 尽 管 它 们 不 能 
表示 成 整数 的 商 ， 但 是 至 少 在 一 个 标准 之 下 ， 这 些 无 理 数 还 是 “ 温 


顺 * 的 ， 它们 都 是 简 蛙 整 系数 多 项 式 方程 的 解 。 例 如 ， 无 理 数 V2. 


4 
二 次 方程 -2=0 的 解 。 而 无 理 数 V7 则 是 四 次 方程 X-7=0 的 解 。 我 们 
必须 强调 的 是 ， 这 两 个 方程 都 以 整数 作为 系数 。 

这 样 一 类 数 称 为 代数 数 。 任 何 有 理 数 aq/b 都 是 代数 的 ， 因 为 它 是 bx- 
a=0 的 解 ， 这 是 一 个 一 次 方程 ， 其 系数 b 和 -a 都 是 整数 。 在 这 样 的 音义 
下 ， 代 数 数 可 以 认为 是 有 理 数 的 扩充 ， 只 需要 取消 “一 次 ”的 限制 ， 允 许 
任意 次 数 的 方程 ， 只 要 方程 的 系数 是 整 系数 即 可 。 





尽管 任意 有 理 数 都 是 代数 的 ， 但 是 显然 代数 数 不 一 定 是 有 理 数 ， 如 


4 
V2 或 者 V7 都 不 是 有 理 数 。 代 数 数 包 含 所 有 有 理 数 和 大 量 的 无 


理 数 例如 ， 2+v11 是 代数 数 。 为 了 证 明 这 一 


点 ， 我 们 必须 生成 一 个 特殊 的 多 项 式 方 程 ， 它 是 这 个 方程 的 解 。 作 法 如 
Ts "T V 11 ， 及 问 做 代数 化 简 来 消除 根 写 。 即 


3 =VIil (2 5) = (Vi? = 11 
展开 上 式 的 左边 ， 得 到 x?-x+1/4=11。 然 后 ， 为 了 满足 整 系数 的 要 求 ， 把 
这 个 方程 两 边 乘 以 4， 并 整理 各 项 得 到 
Ax?-4x-43=0 











mer V 11 为 根 的 整 系数 多 项 式 方程 就 这 样 建立 起 来 


了 。 根 据 定义 ， it V 11 是 代数 数 。 


类 似 的 策略 可 以 证 明 诸 如 


3 
3/5 十 V3 
这 样 的 复杂 表达 式 也 是 代数 的 ， 因 为 它 是 下 面 这 个 方程 的 解 ， 
4x!2_49 248x10-37 260x9-127 440x°+174 960x4-139 968x<+46 656-0 
尽管 这 个 方程 的 推导 显得 有 点 庞大 。 
从 整数 出 发 ， 通 过 有 限 次 运用 笛 卡 儿 的 五 个 允许 的 运算 加 、 减 、 
乘 、 除 以 及 开 方 而 构建 的 任何 实数 都 是 代数 数 。 坦 白地 讲 ， 很 难 想象 一 
个 非 代数 数 ， 一 个 不 是 任何 整 系数 多 项 式 方程 解 的 数 。 
是 欧 拉 首先 推测 了 这 类 数 的 存在 。 他 把 不 是 代数 数 的 实数 称 为 超越 
数 ， 因 为 它 超越 了 代数 运算 。 负 因此 ， 介 绍 超越 数 时 不 能 说 它们 是 什 
么 ， 而 只 能 说 它们 不 是 什么 : 它们 不 是 代数 的 。 





这 种 以 否定 的 方法 定义 超越 数 遗 留 下 一 个 存在 性 的 问题 。 例 如 ， 我 
们 可 以 定义 ， 如 果 海 豚 生 活 在 水 中 则 它 是 代数 的 ， 而 如 果 它 不 是 代数 的 
则 是 超越 的 。 人 逻辑 上 这 一 定义 没有 问题 。 但 是 ， 当 然 不 存在 超越 海豚 。 
存在 超越 数 吗 ? 欧 拉 没 有 找到 任何 超越 数 。 过 了 一 个 世纪 ， 约 瑟 
“ 井 | 维尔 (1809-1882) 构 造 出 一 个 数 ， 并 给 出 它 是 超越 数 的 证 明 。 他 的 例 
子 是 使 用 无 穷 级 数 定义 的 : 
] | ] ] ] 
10! 10% * 103 | 
i : T. T i i | im yes 








= 0.1 + 0.01 + 0.000 001 + 0.000 000 000 000 000 000 000 001 +- - - - 

- 0.110 001 000 000 000 000 000 001 000 000 
上 式 中 当 我 们 同 右 移动 时 ，1 的 个 数 逐 渐变 稀 。 刘 维尔 的 证 明 是 一 件 非 
常 了 不 起 的 工作 ， 它 彻底 地 确立 了 超越 数 的 存在 性 。 然 而 ， 令 人 不 能 不 
略微 感到 有 些 气 亿 ， 因 为 第 一 个 已 知 的 超越 数 却 是 人 造 的 。 

更 令 人 满意 的 是 去 证 明 已 存在 的 著名 数 的 超越 性 ， 不 久 有 这 样 两 个 
候选 数 引 起 了 数学 家 的 兴趣 : 我 们 在 第 C 章 中 过 到 的 圆 常数 An 和 在 第 N 章 
出 现 的 自然 增长 常数 e。 

很 早 人 们 就 已 经 知道 r 和 e 都 是 无 理 数 。e 的 无 理性 是 欧 拉 早 在 1737 
年 认识 到 的 ， 而 T 的 无 理性 则 是 由 约翰 * 兰 伯 特 〈1728 一 1777) 于 1767 年 建 
立 的 。 但是， 一 个 数 是 无 理 数 并 不 意味 着 它 是 超越 数 〈( 考 虑 是 无 理 数 同 








时 也 是 代数 数 的 V2, 。 证 明 超 越 性 是 一 个 件 非常 困难 的 任务 。 

e 首 先 沦陷 了 。 经 过 非常 艰苦 的 努力 ，1873 年 查尔斯 * 埃 米尔 特 
(1822-1901) 证 明了 e 是 超越 数 。 他 的 结果 被 认为 是 数学 推理 的 伟大 胜 
利 。 刘 维尔 创造 了 一 个 数 ， 并 证 明了 这 个 数 是 超越 数 ， 与 刘 维 尔 不 同 ， 
埃 米 尔 特 必 须 与 一 个 指定 的 对 手 斗 争 。 刘 维尔 像 是 一 位 被 要 求 满 世 界 寻 
BUS UB II TEMPE RS, 而 埃 米 尔 特 则 被 告知 在 他 的 后 院 寻 找 暴 龙头 


H o 

但 是 他 做 到 了 。 这 次 胜利 之 后 不 久 ， 埃 米尔 特 又 被 劝说 去 对 付 nt。 
但 是 他 拒绝 了 ， 他 的 话 表明 这 些 努 力 需 要 智慧 :“ 我 不 敢 餐 望 证 明 7nt 的 超 
越 性 。 如 果 有 人 接受 这 一 任务 ， 那 么 对 于 他 们 的 成 功 没 有 人 会 比 我 更 感 
到 幸福 ， 但 是 相信 我 ， 亲 爱 的 朋友 ， 这 必定 要 花费 他 们 一 些 努 力 。?b] 
埃 米 尔 特 尽管 是 一 位 伟大 的 数学 家 ， 但 是 他 不 想 参与 其 他 任何 数 的 超越 
性 的 证 明 。 仅 有 一 次 这 样 痛 兰 的 折磨 已 经 足够 了 。 

因此 ， 这 项 工作 惑 落 到 费迪南德 。 林 德 曼 (1852 一 1939) 的 头 上 1882 年 
他 完成 了 nt 的 超越 性 的 证 明 。 具 有 讽刺 意味 的 是 ， 林 德 曼 的 证 明 是 建立 

















C LM en pe rear oneal 
XE o 

至此， 这 两 个 伟大 的 常数 r 和 e 被 证 明 不 仅 是 无 理 数 ， 而 且 更 糟糕 : 
它们 都 不 是 任何 整 系数 多 项 式 方 程 的 解 。 如 果 说 斯 蒂 费 尔 正确 地 刻画 了 
无 理 数 是 被 隐藏 在 “无 限 云 筋 之 中 ”的 话 ， 那 么 超越 数 似乎 是 被 隐藏 在 代 
数 无 法 达到 的 云 筋 之 中 。 

那么 ， 这 把 我 们 留 在 了 什么 地 方 呢 ? 笛 卡 儿 简 短 的 代数 运算 列表 开 
局 了 通 回 各 种 数 系 的 大 门 ， 从 简单 的 整数 到 本 音标 题 中 提 到 的 丙 。 但 





——— ——À——" 
证 明 无 论 进行 多 少 次 加 、 减 、 乘 、 除 和 开 方 都 不 能 产生 诸如 r 和 e 这 样 的 
数 。 超 越 数 的 发 现 如 早期 无 理 数 的 发 现 一 样 ， 表 明 实 数 比 任何 人 一 开始 
想象 的 任何 数 系 都 更 奇怪 、 更 复 森 。 
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趾 这 里 ，a/b 为 最 小 项 的 意思 是 不 存在 正 整数 c 和 d， 使 得 c<a,d<b 
且 a/b=c/d。 最 小 项 的 概念 使 证 明 避 开 了 最 简 分 数 的 相关 证 明 。 一 一 译 者 
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ussell’s 
Paradox 


伯 特 兰 . 阿 瑟 。 威 廉 * 罗 素 出 生 于 1872 年 5 月 18 日 ， 死 于 1970 年 ,月 ， 


日 ， 享 年 7 岁 。 几 乎 将 近 一 个 世纪 ， 他 过 着 非常 富裕 而 且 动 荡 的 生活 ， 
取得 了 哲学 家 、 社 会 评论 家 、 作 家 、 教 育 家 等 头衔 ， 也 兽 是 上 议院 的 议 
员 和 布 里 克 斯 顿 监狱 的 囚犯。 在 全 世界 很 多 有 声望 的 机 构 里 他 都 授 过 
课 ， 从 剑桥 到 哈佛 到 伯克利 。 他 获得 了 诺 贝 尔 奖 。 他 还 结 过 四 次 婚 ， 并 
且 有 很 多 风流 韵事 。 他 因为 持 无 神 论 、 不 可 知 论 以 及 对 婚 外 性 的 支持 而 
被 听写 。 他 所 遭遇 的 一 切 读 起 来 就 像 一 本 西方 文明 的 名 人 录 。 

本 章 的 第 一 部 分 介绍 伯 特 兰 . 罗 素 的 非 同 寻常 的 生活 。 其 中 我 们 重 
点 引用 他 自己 的 作品 或 者 是 罗 纳 德 克 拉克 1976 年 所 写 的 传记 《 伯 特 兰 。 
罗素 的 生活 》。 然 后 我 们 再 讨论 罗素 悖 论 ， 这 是 他 的 早期 发 现 之 一 ， 在 
20 世 纪 初 给 数学 基础 带 来 了 冲击 。 以 此 我 们 希望 能 够 描绘 出 这 个 人 物 以 
及 他 的 工作 。 

罗素 令 人 惊讶 的 事情 之 一 是 ， 他 是 传统 价值 观 和 极端 激进 主义 的 和 
谐 与 非 和 谐 的 怪物 。 在 某 些 方面 ， 他 似乎 是 一 位 典型 的 英国 上 流 社 会 的 
产品 ;而 在 另外 一 些 方面 ， 他 似乎 又 是 这 一 现状 的 永恒 的 敌人 。 很 多 照 
片 都 在 三 件 套 西装 和 表 链 上 显示 出 他 强烈 的 反 战 主张 。 尽 管 他 的 不 “ 尊 
敬 可 尊敬 的 人 ”的 誓言 也 许 将 他 贴 上 了 阶级 的 叛逆 者 的 标签 ， 但 是 伯 特 
兰 , 罗 素 与 他 们 一 样 有 可 尊敬 的 背景 。 叫 

他 的 祖父 约翰 罗素 曾经 在 1846 年 到 1852 年 以 及 1865 年 到 1866 年 担 
任 维多利亚 女王 的 首相 。 一 直 活 到 看 到 人 类 在 月 球 上 行走 的 伯 特 兰 回忆 
说 ， 当 维多利亚 参观 他 祖父 的 庄园 时 ， 他 就 坐 在 维多利亚 的 膝盖 上 。 显 
然 年 幼 的 伯 特 兰 生 来 就 进入 了 19 世 纪 英 国 社会 的 最 高 阶层 。 

然而 ， 即 便 如 此 权贵 ， 生 活 却 很 悲惨 。 罗 素 在 四 岁 时 失去 了 父母 。 
因此 ， 他 主要 由 他 的 祖母 养 大 ， 她 决定 不 让 他 在 学 校 接受 教育 ， 而 是 请 
家 庭 教师 。 因 此 ， 这 位 聪明 且 敏 感 的 少年 大 部 分 青春 年 少时 光 都 与 彭 
罗 克 庄园 的 那 所 息 静 的 古老 宅 氏 中 的 长 辈 一 起 生活 ， 被 剥夺 了 童年 时 代 
无 忧 无 虑 的 快乐 时 光 。 据 他 自己 的 记述 ， 他 是 一 个 孤独 和 压抑 的 年 轻 
人 ， 花 费 大 量 时 间 沉 思 。 他 思考 好 的 事情 还 有 绰 恶 的 事情 ， 甚 至 曾经 思 
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但 是 ， 从 这 孤独 的 孩童 开始 直到 生命 的 终结 ， 罗 素 始终 在 学 习 一 门 
课程 。 这 就 是 他 祖母 喜欢 的 圣经 的 经 文 ， 诸 如 “不 可 随 众 行 恶 ”等 文字 用 
来 描述 罗素 的 人 生 是 再 好 不 过 的 了 。 凶 

时 机 到 来 时 ， 伯 特 兰 离开 了 彩 布 罗 克 庄园 去 剑桥 的 三 一 和 学院， 这 就 
是 在 两 个 多 世纪 之 前 欢迎 了 年 轻 的 艾 陕 元" 牛顿 的 那 所 学 校 。 因 为 他 的 
特殊 背景 和 超常 的 智力 ， 他 给 人 的 印象 是 一 个 相当 古怪 的 人 。 但 是 学 术 
生活 却 很 适合 他 ， 而 且 数 学 首先 引起 了 他 的 兴趣 。 

乍 一 看 它 就 很 可 爱 。 他 悲伤 地 觉得 上 自己 在 物理 或 实验 科学 等 方面 没 
有 足够 的 才华 ， 而 数学 这 门 冰 冷 的 学 科 ， 用 他 的 话说 ， 他 爱 它 但 得 不 到 














爱 的 回报 ， 却 使 他 入 迷 。 对 于 罗素 来 说 ， 数 学 能 够 提供 通 往 确 定 和 完美 
之 路 。“ 我 不 喜欢 现实 世界 ，” 他 坦白 说 , “在 一 个 永恒 的 世界 里 寻求 避 
难 ， 没 有 改变 ， 没 有 咋 落 ， 没 有 进步 的 镜花水月 。” 叶 因此， 他 为 数学 
谱写 了 下 面 的 赞美 歌 ， 虽 然 有 些许 夸张 但 令 人 心悦诚服 : 

对 大 多 数 人 来 说 ， 现 实生 活 是 一 种 漫长 而 次 要 的 东西 ， 是 理想 与 可 
能 之 间 不 断 的 妥协 ; 而 纯 推 理 的 世界 不 知道 妥协 ， 不 知道 现实 的 限制 ， 
不 知道 创造 活动 的 障碍 为 何 物 ， 创 造 活动 把 对 于 尽善尽美 的 热烈 追求 具 
体 表现 在 壮丽 的 大 厦 里 ， 一 切 伟业 都 源 自 于 对 尽 善 的 向 往 和 追求 。 远 离 
人 的 情感 ， 甚 至 远离 自然 的 可 怜 事实 ， 世 世代 代 逐 渐 创 造 了 一 个 秩序 井 
然 的 宇宙 。 在 这 个 宇宙 里 纯正 的 思想 好 像 是 住 在 自己 的 家 里 ， 至 少 我 们 
某 种 更 高 尚 的 冲动 能 够 在 这 个 宇宙 里 逃避 现实 世界 的 凄 清流 浪 。 鲁 

正如 这 段 话 所 概括 的 那样 ， 论 及 数学 的 功利 方面 ， 它 没有 任何 吸引 
力 。 他 对 数学 的 爱 是 纯粹 的 ， 更 有 一 种 数学 推理 兰 行 僧 的 意味 。 在 他 的 
《数理 哲学 导论 》 一 书 中 ， 罗 素描 述 了 两 大 对 立 的 数学 思想 方 
Hj: * (我们 ) 更 熟悉 的 ..……. 是 构造 性 方向 ， 逐 渐 癌 更 复杂 的 方 癌 迈 
gt: 从 整数 到 分 数 、 实 数 、 复 数 ， 从 加 法 和 乘法 到 微分 和 积分 ， 并 问 着 
更 高 级 的 数学 进发 。 另 一 个 方向 ，( 我 们 ) 不 太 熟 悉 ， 向 着 ..….. 越 来 越 
高 的 抽象 性 及 逻辑 简单 性 迈进 。”t5] 正 是 这 另 一 个 方向 ， 远 离 应 用 和 复 
杂 ， 趋 器 基 础 和 简洁 ， 它 刻画 了 罗素 数理 哲学 的 特征 。 正 是 在 这 里 他 找 
到 了 他 智慧 的 归宿 。 

他 关于 数学 基础 的 工作 是 在 剑桥 完成 的 ， 他 先是 学 生 后 来 义 成 了 教 
员 。 在 这 项 工作 中 ， 他 与 艾 尔 弗 雷 德 , 诺 思 , 怀 特 海 合 作 ， 这 是 一 位 颇 有 
建树 的 逻辑 学 家 ， 他 与 罗素 在 学 术 上 的 合作 和 私人 间 的 争斗 长 达 几 十 年 
之 久 。1900 年 夏天 ， 一 个 “知识 分 子 陶醉 "期 ， 罗 率 在 数理 逻辑 方面 取得 
了 重要 的 进展 。 这 正 是 这 个 年 仅 28 岁 的 知识 分 子 疯狂 和 兴奋 的 时 期 ， 后 
来 他 自己 回忆 说 : “我 对 我 自己 说 ， 现 在 我 终于 做 了 值得 做 的 事情 ， 我 
有 这 样 的 感觉 ， 在 我 把 它们 写 下 之 前 我 必须 小 心 ， 不 要 在 大 街 上 被 车 撞 
(tee. I6] 

1903 年 ， 罗 素 出 版 了 一 本 500 页 的 著作 《数学 原则 》， 后 来 他 与 怀 
特 海 合 著 了 《数学 原理 》， 共 分 三 卷 ， 分 别 在 1910 年 、1912 年 和 1913 年 
出 版 。 这 是 他 们 的 终极 愿望 ， 要 把 整个 数学 还 原 到 基本 的 、 不 可 争辩 的 
逻辑 概念 。《 数 学 原理 》 充 满 了 逻辑 符号 ， 挤 掉 了 英语 词汇 ， 因 此 数学 
历史 学 家 艾 弗 .格拉 顿 - 吉 尼 斯 恰如其分 地 描绘 其 中 非常 具有 代表 性 的 一 
页 看 起 来 有 点 像 “ 墙 纸 *"。L!] (第 J 章 中 引用 了 这 一 著作 。) 

这 些 著 作 的 严 谍 近 平 无 情 地 耗 尽 了 罗素 和 怀特 海 的 精力 ， 也 可 能 将 
耗 尽 立志 要 看 它们 的 任何 人 的 精力 。 它 们 还 耗 尽 了 他 们 的 钱财 ， 因 为 几 
平 没 有 人 愿意 去 购买 如 此 疏 怖 的 出 版 物 。 罗 素 承 认 :“ 因 此 ， 通 过 我 们 









































十 年 的 工作 ， 每 本 赚 了 负 50 英 镑 。? 上 更 糟 的 是 ， 不 清楚 罗素 和 怀特 海 
是 否 成 功 地 完成 了 他 们 把 整个 数学 回归 到 逻辑 的 使 命 。 但 古 清楚 的 是 ， 
他 们 已 经 写成 了 一 本 著作 ， 它 在 探究 数学 基础 方面 达到 了 空前 的 深度 。 

第 一 次 世界 大 战 的 前 和 夕 ，40 岁 的 们 特 兰 * 罗 素 已 经 在 数理 哲学 领域 
理 有 声望 。 同 时 代 的 人 也 许 会 猜测 他 的 余生 会 进一步 揭示 逻辑 的 神秘 定 
| 
I 方向 前 进 。 

多 方面 的 力量 ， 包 括 内 在 的 和 外 在 的 力量 推动 着 他 ， 但 古 其 中 最 重 
要 的 是 第 一 次 世界 大 战 的 闫 狂 。 罗 素 同 大 部 分 英国 知识 分 子 一 样 ， 注 视 
者 整整 一 代 的 年 轻 人 在 这 场 杀 玖 中 被 一 扫 而 空 。 突 然则 ， 过 布 各 页 的 逻 
辑 符号 的 行进 失去 了 其 重要 性 。 面 对 战争 他 坦白 地 说 : “我 发 现 我 曾经 
做 的 工作 对 我 们 所 生活 的 世界 一 点 用 也 没有 ， 一 点 关系 也 没有 。?| 

伯 特 兰 罗 系 陷 入 了 麻烦 。 他 的 反 战 激进 主义 致使 他 于 1916 年 被 
捕 ， 他 被 剑桥 开除 ， 于 挥 了 他 的 护照 。 最 后 使 他 失去 了 在 哈佛 的 位 置 。 
但 是 这 一 切 都 不 能 使 他 停止 对 合演 愈 烈 的 备战 进行 狐 烈 的 诞 责 ， 这 必 将 
导致 更 大 的 潜在 冲突 。 到 了 1918 年 ， 罗 系 再 一 次 修 捕 而 且 被 押送 到 布 里 
克 斯 顿 监狱 六 个 月 。 这 位 贵族 的 儿子 已 经 变 成 了 正义 的 因 犯 。 

反 战 姿态 不 是 他 与 瑞 国 政府 发 生 冲 突 的 唯一 原因 。 人 至 少 还 有 其 他 两 
种 反 传 统 价值 观 的 立场 。 其 一 是 他 公开 的 不 可 知 论 。 罗 素 不 仅 是 特定 宗 
教 信仰 的 批评 家 ， 而 且 还 是 一 般 宗 教 信仰 的 批评 家 。 他 是 一 个 认为 推理 
至 高 无 上 的 人 ， 认 为 神学 把 人 性 引入 到 相反 和 不 笠 的 道路 上 。 他 的 谴责 
RA, AABN ETS. PIO, Teste: “FETISH, FRAC, Bc 
条 的 信仰 越 深 刻 ， 就 越发 残 及 。 呈 0 他 定期 地 对 罗马 天 主教 堂 禁 止 节 育 
发 起 攻击 ， 而 且 他 对 基 秸 教 的 其 他 教派 也 坚 不 留 情 。 对 于 那些 认为 我 们 
的 宇宙 是 上 和 浓 的 作品 的 人 ， 罗 素质 问 道 :“ 如 宋 赋 予 你 无 限 的 威力 和 无 
限 的 知识 ， 以 及 数 百 万 年 ， 让 你 来 完善 你 的 世界 ， 你 认为 你 不 能 比 三 K 
党 或 者 比 法 西 斯 党 制造 更 好 的 东西 吗 ? ”43 他 的 观点 可 以 用 他 对 这 个 世 
界 中 什么 是 他 特别 喜欢 的 问题 的 回答 加 以 概括 : “数学 和 大 海 ， 神 学 和 
纹 童 学， 喜欢 前 两 个 是 因为 它们 是 非 人 类 的 ， 喜 欢 后 两 个 是 因为 它们 是 
可 笑 的 。“2 因此， 出 现下 面 的 事件 也 许 是 可 以 理解 的 ， 某 个 宗教 杂志 
发 表 社论 ， 坚 无 同情 心地 错误 地 报导 他 在 去 中 国旅 行 时 死记 了， 而 且 还 
次 :“ 当 听 到 伯 特 兰 * 罗 素 先生 去 世 的 消 妃 而 轻松 地 吐 一 口气 的 传教 士 们 
AA gm. "US 

但 是 ， 如 果 说 他 的 守 教 观点 有 和 争议 的 话 ， 那 么 他 关于 性 和 婚姻 的 观 
点 也 同样 有 争议 。 他 接受 的 非常 传统 的 教育 根本 不 可 能 预示 出 如 此 非 传 
统 的 观点 。22 岁 时 ， 他 与 一 位 生活 在 英格兰 的 贵 格 会 教徒 ， 美 国人 艾 丽 
斯 "皮尔 索 尔 史密斯 结婚 。 艾 丽 斯 坚持 举办 一 个 贵 格 会 教徒 的 婚礼 ， 对 



































此 罗素 非常 圆滑 地 同意 了 : “不 要 想象 我 在 宗教 仪式 上 会 怀 着 一 颗 虔 诚 
的 心 ..….. 任 何 仪式 都 令 人 讨厌 。?14 

起 初 ， 他 们 彼此 承诺 将 婚姻 维系 到 永远 ， 但 是 说 到 内 心 ， 对 于 罗素 
来 说 没有 任何 永久 可 言 。1902 年 年 初 的 一 天 ， 在 剑桥 附近 骑 着 自行 车 的 
时 候 ， 罗 素 突 然 意识 到 他 已 经 不 再 爱 他 的 妻子 了 。 

这 一 认识 导致 了 持续 了 半 个 世纪 的 一 系列 情感 纠葛 ， 使 这 位 理智 的 
男人 陷入 了 全 世界 都 认为 绝对 是 不 理智 的 行为 之 中 。 他 显然 被 伊 夫 琳 。 
怀特 海 弄 得 神魂 颠倒 ， 她 是 与 他 合作 编写 《数学 原理 》 的 男人 的 妻子 。 
他 还 与 奥 托 琳 。 莫 雷 尔 女士 维系 了 长 时 间 的 恋情 ， 她 是 一 位 音 名 的 英国 
政治 家 的 妻子 。 他 们 多 次 在 昏暗 的 旅店 客房 幽会 。 对 于 这 样 一 位 国际 大 
师 来 说 ， 这 一 切 相当 不 体面 。 

随 着 事态 的 进一步 发 展 ， 罗 素 与 艾 丽 斯 离婚 ， 并 于 1921 年 与 多 拉 。 
布莱克 结婚 。 在 名 义 上 他 们 的 婚姻 持续 到 了 1935 年 ， 但 是 在 1929 年 ， 关 
于 他 的 第 二 任 妻 子 ， 罗 素 写 道 : “她 和 我 都 不 再 制造 夫妻 间 彼 此 忠诚 的 
任何 伪装 。?[] 在 这 样 的 环境 下 ，1930 年 当 多 拉 与 另外 一 个 男人 有 了 孩 
子 时 ， 他 或 许 不 会 感到 震惊 。 但 是 ， 当 她 与 这 个 男人 又 有 了 第 二 个 孩子 
的 时 候 ， 即 使 是 罗素 也 已 经 受 够 了 。 他 提出 了 离婚 。 

这 为 他 的 第 三 次 婚姻 ， 与 海伦 * 帕 特 里 夏 . 斯 绢 斯 的 结婚 铺 平 了 道 
路 ， 这 上 段 婚姻 从 1936 年 持续 到 1952 年 。 而 后 ， 在 他 80 岁 的 时 候 ， 他 与 伊 
迪 丝 , 芬 奇 结 了 婚 ， 这 是 布 林 茅 尔 学 院 的 一 位 英语 教授 ， 他 与 她 一 起 六 
福地 渡 过 了 人 生 的 最 后 岁月 。 

这 样 的 婚姻 状况 及 婚 外 行 为 使 得 伯 特 兰 * 罗 素 陷 入 水 深 火 热 之 中 ， 
特别 是 因为 他 曾经 准备 讨论 他 关于 性 、 贞 洁 和 避孕 等 诸如 此 类 的 观点 。 
在 1940 年 发 生 了 一 次 非常 著名 的 事件 ， 在 某 个 宗教 团体 和 纽约 市 长 的 反 
对 下 ， 他 未 能 就 职 成 为 纽约 市 立 大 学 的 教师 。 宣 告 说 罗素 不 适合 作 教 
师 ， 因 为 他 反对 宗教 和 支持 乱 交 的 观点 。 作 为 反击 ， 他 曾经 发 表 评 论说 
热恋 中 的 数学 家 与 其 他 人 没有 什么 不 同 ，“ 也 许 除 了 不 做 推理 的 假日 会 
使 他 们 的 热情 过 剩 之 外 ， 其 他 都 一 样 ?>。061 显 然 伯 特 兰 罗素 花 了 相当 长 
的 时 间 在 度假 。 

但 是 ， 他 也 花 了 相当 的 时 间 在 工作 上 。 就 在 论战 的 几 年 间 ， 他 仍 有 
大 量 的 作品 出 版 ， 其 中 有 社会 评论 的 书籍 ， 有 关于 教育 的 论文 ， 甚 至 有 
为 媒体 写 的 文章 。 然 而 ， 这 样 一 位 社会 激进 主义 分 子 偶尔 会 发 现 他 自己 
为 诸如 《魔力 》 这 样 的 杂志 写 文章 ， 而 且 偶尔 还 作为 名 人 各 宾 出 现在 
BBC 电台 的 节目 上 ， 这 略微 有 点 不 合 时 宜 。 尽 管 他 有 这 样 那 样 的 观点 ， 
但 是 他 被 公众 接纳 ， 其 中 一 部 分 原因 是 伯 特 兰 * 罗 素 极 具 个 人 魅力 。 还 
有 一 部 分 原因 点 无 疑问 是 他 比 他 的 敌人 更 长 寿 。 

伯 特 兰 罗 素 的 另外 一 个 特点 就 是 他 很 有 写作 才能 。 如 提 到 的 那 



























































样 ， 他 写作 的 主题 非常 广泛 。 无 论 是 哲学 著作 《如 《我 们 关于 外 部 世界 
的 知识 》) ， 还 是 评论 小 册子 〈 如 《精神 废物 大 纲 》) ， 或 者 是 通俗 读 
物 (如 《如 果 你 爱 上 了 一 位 已 婚 男 人 》) 等 ， 这 些 作品 都 很 新 鲜 ， 定 有 
PTE, MRSA. 
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糊 不 清 的 犯罪 ， 因 为 很 难 确定 对 食物 的 合理 兴趣 与 犯罪 之 间 的 界限 。 吃 
任何 没有 和 营养 的 东西 就 是 不 好 吗 ? 如 条 是 这 样 ， 那 么 吃 每 一 粒 腌 制 的 查 
仁 我 们 都 要 冒 着 被 诅咒 的 危险 。 汪 ?他 取笑 坚定 的 动物 权利 支持 者 时 写 
道 :“ 绝 对 的 平等 .…... 就 会 发 现 自己 被 迫 承 认 猿 与 人 类 一 样 。 为 什么 不 
与 猿 在 一 起 呢 ? 我 不 明白 他 如 何 要 反对 为 牡 蚌 投 票 的 争论 。?0 而 且 他 
一 度 拖 延 写 目 传 ， 他 解释 说 :“ 开 始 我 有 些 犹豫 .…… 过 早 ， 担 心 有 什 么 
重要 的 事情 还 没有 发 生 。 假 设 我 死 的 时 候 是 墨 西 册 总 统 ， 那 么 如 果 没 有 
提 及 这 一 事实 ， 传 记 就 不 完整 了 。?0 

1950 年 伯 特 兰 " 罗 和 际 获 得 诡 贝 尔 文学 奖 之 时 ， 他 在 书面 语言 表达 方 
面 的 才能 才 以 最 公开 的 方式 得 到 了 认可 。 但 是 ， 在 描述 人 成功 写作 的 秘 
TRIN, DRAMA TE CAMPER RE: 

他 [一 位 老师 ] 给 我 罗列 了 各 种 简单 规则 ， 但 我 只 记 住 了 两 条 : “每 陋 
四 个 单词 放置 一 个 去 号 ?和 “除了 在 句子 开头 之 外 ， 不 要 使 用 "and”。 他 
最 强调 的 忠告 是 你 必须 反复 重 写 。 我 认真 地 尝试 着 这 样 做 了 ， 但 是 发 现 
Ba ME ee ene ee T 
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页 穿 他 的 一 生 ， 从 他 的 数学 研究 到 他 坐牢 ， 从 他 的 众多 风流 韵事 到 
他 的 话 贝 尔 奖 ， 罗 素 与 众多 有 趣 和 有 影响 的 人 交流 。 他 的 教父 是 约翰 。 
斯 图 尔 特 * 米 尔 。 我 们 已 经 提 到 他 曾经 化 在 维多利亚 女王 的 腿 上 。 后 来 
MBAR ESSA ELA TE LT. BUR FS EE DA ihe FF AR TZN A) 
AH. fXAZEBUEAUR KFR ELDR DHEN Fries AAA. 
ZU Ke BELLA. BUTE n] oA FAR A BTA RR AS Ko HAY SAE AG 
路 德 维 布 * 维 特 根 斯 坦 和 托马斯 "斯 特 恩 斯 * 艾 略 特 。 在 苏联 ， 他 和 拜 匈 了 列 
宁 和 托 洛 次 基 。 据 报道 ，1920 年 他 在 北京 讲演 时 ， 有 两 个 年 轻 的 激进 分 
子 参加 了 ， 一 个 是 毛泽东 ， 另 一 个 是 周恩来 。 他 是 艾 伯 特 * 爱 因 斯 坦 和 
彼得 . 塞 勒 斯 以 及 逻 斯 顿 丘 吉尔 的 朋友 。 次 到 温 斯 顿 丘 吉尔 ， 罗 素 说 在 
mo a A oD So ols 
意 。 »[23 

然而 ， 这 一 切 似乎 还 不 足以 与 伟大 联系 上 ， 伯 特 兰 "多 系 在 剑桥 三 
一 学 院 担任 艾 了 茸 元 "牛顿 曾经 担任 过 的 职位 。 尺 管 牛 顿 与 罗素 的 个 人 气 
质 几 乎 没有 相似 之 处 ， 但 这 两 个 瑞 国 人 部 拥有 惊人 的 智慧 ， 他 们 二 人 都 


















































把 他 们 那个 时 代 的 数学 推 癌 了 新 前 褒 。 

我 们 希望 研究 的 是 这 些 前 沿 中 的 一 个 。 我 们 回 到 1901 年 ， 当 时 罗素 
正在 深入 研究 数学 的 逻辑 基础 。 这 项 研究 的 前 提 是 他 要 研究 事物 集合 
《尽管 现代 称 之 为 集合 ， 而 罗素 则 称 它 为 类 ) 间 的 关系 。 在 这 些 类 
中 “事物 ”的 属性 并 不 重要 ， 重 要 的 是 集合 论 的 抽象 逻辑 。 

集合 的 成 员 资 格 似乎 平淡 无 奇 。 如 果 我 们 考虑 集合 S={a,b,c}, 那 么 b 
是 集合 S 的 成 员 ， 但 9 不 是 。 如 果 我 们 考虑 所 有 偶数 的 集合 ， 那 么 2，6， 
1 600 都 是 这 个 集合 的 成 员 ， 而 3，1/2，T 不 是 。 

把 抽象 层次 再 提高 一 点 ， 我 们 发 现 一 个 集合 的 成 员 本 喘 也 可 以 是 集 
合 。 对 于 两 个 成 员 的 集合 T={a,{b,c}}， 第 一 个 成 员 是 a 而 第 二 个 成 员 是 
集合 {bc}。 或 者 ， 设 W 是 一 个 集合 ， 它 是 由 所 有 偶数 的 集合 和 所 有 奇数 
的 集合 组 成 的 。 即 

W={{2,4,6,8,...},{1,3,5,7,...}} 
这 个 集合 W 有 两 个 成 员 ， 每 一 个 成 员 本 里 也 是 由 无 限 多 个 数组 成 的 集合 

集合 可 以 有 和 集合 作为 成 员 的 事实 促使 罗素 提出 一 个 非常 迷人 的 问 
题 : 一 个 集合 能 否 以 它 自 己 为 成 员 ? (HS te: “我 觉得 好 像 有 时 候 类 本 
身 是 一 个 成 员 ， 有 的 时 候 又 不 是 。2”[4 

他 举 了 一 个 例子 ， 一 个 所 有 茶匙 的 集合 ， 这 个 集合 肯定 不 是 一 把 茶 
是。 因此 ， 所 有 茶匙 的 集合 不 是 其 自 映 的 成 员 。 同 样 ， 所 有 人 的 集合 也 
不 是 一 个 人 ， 因 此 也 不 是 其 本 映 的 成 员 。 

男 一 方面 ， 对 罗素 来 襄 ， 似 乎 某 个 集合 的 确 包 含 它 自己 作为 成 员 。 
他 的 例子 是 一 个 所 有 不 是 杂 是 的 事物 的 集合 。 非 寻 匙 的 集合 中 包含 义 
子 、 英 国 痛 相 、8 位 数字 ， 等 等 。 的 确 ， 这 些 当 中 任何 一 个 都 不 是 录 
是 。 但 是 这 个 集合 本 映 的 确 也 不 是 茶 是 (没有 人 能 够 用 它 搅拌 茶 ) ， 所 
以 它 的 确 作为 另 一 个 非 茶 匙 的 事物 属于 这 个 集合 。 

或 者 ， 考 虑 所 有 能 够 用 20 个 或 者 小 于 20 个 喘 语 单词 描述 的 所 有 集合 
的 集合 XX。 所 有 水 牛 的 集合 是 XX 的 一 个 成 员 ， 因 为 它 的 摘 述 “所 有 水 牛 的 
集合 ”(the set of all buffaloes) 只 需要 五 个 单词 。 同 样 ， 所 有 聚 猪 刺 的 集合 
(the set of all porcupine needles) (六 个 单词 ) 也 应 该 在 X 中 ， 生 活 在 南美 
洲 的 所 有 蚊子 的 集合 (the set of all mosquitoes living in South America) 
《 九 个 单词 ) 也 在 X 中 。 但 是 ， 这 种 成 员 资 格 标准 保证 ， 可 以 用 20 个 或 
者 小 于 20 个 英语 单词 描述 的 所 有 集合 的 集合 (the set of all sets that can be 
described in 20 or fewer English words)X 可 以 用 15 个 单词 描述 ， 因 此 它 也 
包 念 它 目 已 4 

显然 ， 每 个 集合 都 将 属于 两 个 范畴 之 一 。 或 者 像 茶 匙 这样 的 集合 ， 
它 是 一 个 不 包含 自己 的 集合 ， 我 们 把 这 种 情况 都 称 之 为 罗素 集合 ， 或 者 
像 X 那 样 ， 它 本 号 义 是 其 中 的 一 个 成 员 。 





























当 罗 系 决 定 考虑 所 有 不 是 其 本 里 的 成 员 的 集合 的 集合 时 ， 这 些 天 真 
的 思考 却 带 来 了 一 个 不 祥 的 转向 。 即 把 所 有 罗素 集合 都 收集 起 来 形成 一 
SKATES, BACAR. Tie, REMARK HEMI, MARE 
的 集合 ， 所 有 人 的 集合 ， 很 多 很 多 其 他 的 集合 。 

此 时 ， 出 现 了 一 个 撼动 基础 的 问题 : 及 是 它 目 己 的 成 员 吗 ? 即 所 有 
DREW ED ERU? 这 个 问题 只 有 两 个 可 能 的 答案 : JEBUP 
AE 





假设 答案 是 。 那 么 R 是 R 的 一 个 成 员 。 为 了 成 为 一 个 成 员 ， 有 必须 满 
足 成 员 资 格 标准 ， 即 上 面 用 楷体 字 强 调 的 : R 不 是 其 自身 的 成 员 。 因 
此 ， 如 果 R 是 R 的 成 员 ， 那 么 R 不 能 是 R 的 成 员 。 这 个 明显 的 矛盾 排除 了 
对 这 个 致命 问题 的 答案 “是 ”的 可 能 性 。 

但 是 ， 如 果 答 案 是 “不 是 ”>， 即 及 不 是 R 的 成 员 又 如 何 呢 ? 那么 R 一 定 
不 是 其 自身 的 成 员 ， 像 我 们 的 茶匙 的 集合 一 样 ， 满 足 进入 R 的 成 员 资 格 
标准 。 所 以 ， 如 果 R 不 是 R 的 成 员 ， 那 么 它 一 定 自 动 地 成 为 R 的 一 个 成 
员 。 我 们 再 一 次 面临 一 个 矛盾 。 

对 于 罗素 来 说 ， 这 一 集合 应 该 很 简单 。 然 而 ， 不 知 何故 , “每 种 选 
择 都 导致 与 它 相 反 的 情况 ， 产 生 一 个 矛盾 ”。 在 这 样 一 个 他 所 创建 的 “至 
今 看 似 训 无 问题 的 非常 特殊 的 类 ?面前 ， 他 变 得 不 知 所 措 。 这 束 是 今天 
我 们 所 说 的 罗素 悖 论 。 

使 用 更 加 具体 的 事例 来 说 明 一 下 他 提出 的 逻辑 扭曲 是 很 有 帮助 的 。 
假设 一 位 著名 的 艺术 鉴定 家 决定 把 全 世界 的 油画 分 类 成 两 个 互 斥 的 范 
畴 。 第 一 个 范畴 是 由 这 样 的 油画 组 成 的 ; 在 画布 上 的 油画 中 有 油画 本 身 
的 像 ， 当 然 这样 的 油画 相当 稀少 。 例 如 ， 我 们 可 以 作 一 幅 画 ， 标 题 是 内 
部 ， 它 画 的 是 一 个 房间 及 其 里 面 的 家 具 : 漂 动 的 织物 ， 一 座 雕 像 ， 一 架 
三 角钢 琴 ;， 钢琴 上 方 挂 着 一 幅 画 ， 它 是 油画 “内 部 ”的 缩小 版 。 因 此 ， 我 
们 的 画布 包含 它 自己 的 像 。 

另 一 个 范畴 更 普遍 ， 它 是 由 所 有 不 包含 自己 的 像 的 油画 组 成 的 。 我 
们 把 属于 这 一 范畴 中 的 油画 称 为 “罗素 油画 ”。 例 如 ，《 蒙 娜 丽 莎 》 就 是 
一 幅 罗 素 油 画 ， 因 为 它 里 面 没 有 展示 它 的 缩小 版 本 。 

进一步 假设 我 们 的 艺术 鉴定 家 安排 了 一 个 巨大 的 画展 ， 它 包含 全 世 
界 所 有 的 罗素 油画 。 经 过 巨大 的 努力 之 后 ， 这 些 油画 被 收集 起 来 ， 并 被 
挂 在 一 个 巨大 的 大 厅 里 的 墙 上 。 这 位 鉴定 家 对 自己 的 成 就 很 自豪 ， 他 雇 
用 一 位 画家 作 一 幅 这 面 墙 和 上 面 东西 的 画 。 

当 这 幅 画 完成 时 ， 这 位 画家 非常 准确 地 给 这 幅 画 起 名 为 《全 世界 所 
有 罗素 油画 》， 并 把 它 送 给 这 位 鉴定 家 。 他 仔细 地 检查 着 她 的 作品 并 发 
现 一 个 小 瑕 疲 : 在 这 张 画 布 上 ， 靠 近 《 蒙 娜 丽 莎 》 的 画像 是 一 幅 《 全 世 
界 所 有 罗素 油画 》 的 油画 像 。 这 表明 《全 世界 所 有 罗素 油画 》 是 包含 它 






































自己 的 一 幅 图 画 ， 因 此 它 不 是 罗素 油画 。 因 此 它 不 属于 这 一 展览 ， 所 以 
也 不 应 该 挂 在 墙 上 展示 。 他 要 求 这 位 画家 把 它 涂 掉 。 

这 位 画家 这 样 做 了 并 再 一 次 把 她 的 作品 送 给 这 位 鉴定 家 。 经 过 仔细 
检查 之 后 ， 他 认识 到 存在 一 个 新 间 题 : 这 个 油画 ，《 全 世界 所 有 罗素 油 
画 》 现 在 不 包含 它 自己 的 像 了 ， 所 以 它 是 属于 这 次 展品 中 的 罗素 油画 。 
于 是 它 应 该 被 挂 在 这 面 墙 的 某 个 地 方 以 免 这 次 展览 没有 包含 所 有 罗素 油 
画 。 因 此 ， 这 位 鉴赏 家 再 一 次 把 这 位 画家 叫 来 ， 要 求 她 再 画 出 这 幅 《 全 
世界 所 有 罗素 油画 》 的 像 。 

但 是 ， 一 旦 这 个 像 被 加 上 ， 我 们 又 回 到 了 起 点 。 这 张 像 必须 被 涂 
把 ， 这 样 一 来 它 必须 得 到 恢复 ， 然 后 再 涂 掉 ， 以 此 进行 下 去 。 经 过 几 个 
往复 之 后 〈 和 希望 是 这 样 ) ， 这 位 了 画家 和 鉴定 家 将 会 意识 到 一 定 是 什么 事 
情 出 现 了 错误 : 他 们 偶然 发 现 了 罗素 悖 论 。 

这 一 切 好 像 完 全 不 相关 。 但 是 ， 回 想 一 下 ， 罗 素 的 工作 目标 是 要 把 
整个 数学 建立 在 不 可 撼动 的 逻辑 基础 之 上 的 。 他 的 悖 论 使 这 一 计划 陷入 
困境 。 正 如 当 高 级 公寓 顶楼 套房 的 居住 者 知道 地 下 室 开裂 时 会 感到 很 不 
安 一 样 ， 当 数学 家 们 知道 他 们 学 科 的 这 个 基础 存在 逻辑 缺点 时 也 会 感到 
很 不 安 。 这 表明 整个 数学 事业 就 如 公寓 塔楼 一 样 ， 随 时 可 能 倒 下 。 

不 用 说 ， 罗 素 对 他 的 导论 的 存在 感到 很 震惊 。 他 写 道 :“ 我 就 像 虔 
诚 的 天 主教 徒 琢 磨 收 恶 的 罗马 教皇 一 样 琢磨 这 个 矛盾 。” 6 罗素 与 逻辑 
学 家 戈 特 洛 布 . 弗 雷 格 (1848 一 1925) 之 间 的 交流 明显 表现 出 他 们 的 不 
安 ， 同 样 其 他 人 也 感到 诅 形 。 弗 雷 格 已 经 出 版 了 《算术 的 基本 法 则 》， 
这 是 一 部 巨 作 ， 目 的 在 于 揭示 算术 的 基础 。 在 这 本 书 中 ， 弗 雷 格 也 是 以 
罗素 导出 悖 论 时 同样 的 朴素 而 随意 的 方式 利用 集合 进行 研究 的 。 罗 素 把 
他 的 例子 给 弗 雷 格 看 ， 弗 雷 格 立 即 意 识 到 这 把 他 的 事业 判处 了 死刑 。 在 
他 的 《算术 的 基本 法 则 》 的 第 二 卷 里 ， 弗 雷 格 不 得 不 面 对 每 一 位 学 者 的 
IK: 他 或 她 的 著作 就 在 最 后 的 关头 被 宣判 有 错 ， 因 为 这 本 书 在 罗 
素 的 信 到 来 时 已 经 准备 出 版 了 。 弗 雷 德 极度 真诚 而 辛酸 地 写 道 :“ 一 位 
科学 家 最 不 想见 到 的 就 是 在 工作 即将 完成 之 际 ， 其 基础 倒塌 了 。 当 收 到 
伯 特 兰 , 罗 率先 生 的 来 信 时 ， 我 就 被 抛 到 了 这 样 的 位 置 ， 此 时 这 本 书 就 
GET. EI 

这 一 悖 论 的 陈述 是 清晰 的 ， 但 是 它 的 解决 方案 不 清晰 。 经 过 多 年 不 
成 功 的 尝试 之 后 ， 逻 辑 学 家 们 最 终 尝 试 着 通过 规定 包含 自己 为 成 员 的 集 
合 不 是 真正 的 集合 来 使 其 合法 化 。 通 过 这 样 的 逻辑 策略 ， 还 有 若干 已 经 
精心 创造 的 定义 ， 这 样 的 类 被 宣告 为 不 合法 。 

这 一 方法 的 合理 性 也 许可 以 通过 我 们 的 油画 故事 解释 清楚 。 人 允许 谈 
及 包含 自己 的 像 的 油画 吗 ? 如 果 《 全 世界 所 有 罗素 油画 》 包 含 自 己 的 
像 ， 那 么 在 可 能 需要 的 放大 镜 的 帮助 下 ， 对 这 幅 画 仔细 检查 将 会 发 现 





















































《全 世界 所 有 罗素 油画 》 的 迷你 版 。 它 里 面 一 定 还 有 一 个 全 世界 所 有 罗 
素 油画 的 迷你 版 。 因 此 ， 它 应 该 像 衣 橱 上 的 镜子 一 样 永远 无 止境 地 反 
射 。 像 这 样 无 限 回 归 的 油画 不 可 能 真正 画 出 来 。 

在 粗略 的 意义 下 ， 这 阐述 了 罗素 设想 的 这 一 那 论 的 解决 方 采 。 他 写 
AB: “包含 某 个 族 的 所 有 成 员 的 那个 东西 不 能 是 这 个 族 的 成 员 。”L28] 
因此 ， 多 素 集合 中 成 员 的 日 引用 性 是 不 合法 的 。 罗 素 集合 根本 个 是 集 











“经 过 反复 的 痛苦 思考 后 得 出 的 这 一 解决 方案 似乎 很 讨厌 日 有 人 为 的 
意味 。 罗 素 把 它 说 成 是 < 也 许 为 真 但 绝 不 优美 的 理论 。”[29] 但 是 重要 的 


是 ， 它 把 对 集合 的 研究 从 朴 了 又 的 前 罗素 领域 转换 到 非 直观 领域 。 











伯 特 兰 , 罗 素 画 像 (麦克 马 斯 特大 学 伯 特 兰 * 罗 素 档案 馆 囊 允 ) 





对 那些 对 数学 基础 不 关心 的 数学 家 来 说 ， 整 个 事件 似乎 需要 更 加 深 
入 的 思考 。 最 终 罗 素 相信 把 数学 还 原 到 逻辑 的 终极 目标 不 会 像 他 年 轻 时 
乐观 预测 的 那样 令 人 满意 。 

大 脑 的 过 上 度 疲 大 和 令 人 失望 的 结果 给 他 市 来 严重 的 伤害 。 罗 素 回 忆 
时 说 自 那 以 后 他 对 “数理 逻辑 的 那 种 极度 不 愉快 的 心情 ”，[30 甚 至 多 次 想 
到 自杀 ， 虽 然 他 选择 了 放弃 ， 因 为 正如 他 所 说 的 那样 ， 他 应 该 活着 衰 蛋 
它 。 渐 渐 地 这 种 失望 过 去 了 ， 我 们 看 到 ， 他 仍然 保持 旺盛 的 斗志 ， 继 续 
i!l-4ne- es 

忌 之， 我 们 很 难 概括 他 漫长 的 一 生 。 他 是 一 股 不 可 抗拒 的 知识 力 
量 ， 是 20 世 纪 伟 大 的 乖 雇 之 人 。 他 对 人 类 环境 感到 失望 ， 芯 志 改 善 它 。 
他 被 贴 上 恶棍 的 标签 ， 也 被 贴 上 英雄 的 标签 。 但 是 ， 甚 至 他 的 敌人 也 不 
能 否认 这 个 男人 有 捍卫 目 己 信念 的 勇气 。 正 如 他 的 祖母 忠告 的 那样 ， 他 
不 可 随 众 行 恶 。 

我 们 用 最 后 一 段 话 结束 对 他 的 描述 。 在 1925 年 的 一 篇 《我 相信 》 的 
短文 中 ， 们 特 兰 "多 系 给 出 文 撑 他 走 过 他 漫长 而 动 沪 的 一 生 的 线索 。 这 
位 伟大 的 无 神 论 者 写 道 : 

兽 福 不 是 真正 的 焉 福 ， 因 为 它 终 将 结束 ， 思 考 和 爱 也 失去 了 它们 的 
价值 ， 因 为 它们 不 是 永恒 的 ..……... 荡 泣 在 传统 教化 神话 的 温暖 之 中 ，[ 理 
性 ] 之 窗 开局 之 初 让 我 们 战 有 到， 但 是 最 终 新 鲜 的 空气 种 来 活力 ， 伟 大 的 
空间 展现 出 它们 自己 的 辉煌 。51 
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球 本 身 很 简单 。 没 有 哪个 三 维 体能 够 更 简单 地 定义 ， 也 没有 哪个 三 
维 体能 够 展示 如 此 完美 的 对 称 。 它 绝对 纯粹 。 


同 目 证 以 来 许 许 多 多 人 一 样 ， 哲 学 家 柏拉图 也 称赞 它 的 完美 。 他 说 
宇宙 的 创造 者 “以 在 各 个 方向 到 中 心 绝对 相等 的 距离 把 它 旋 转 成 一 个 加 
球面 ， 一 个 极其 完整 和 均匀 的 图 形 ， 因 为 他 (宇宙 的 创造 者 判定 均匀 
是 压倒 对 手 的 绝对 优势 ?。 叫 更 近 一 些 ， 法 国画 家 )〉 塞 尚 认识 到 这 种 
优越 性 ， 并 奉劝 艺术 家 说 :“ 要 完全 符合 比例 地 用 圆柱 、 球 面 或 圆锥 来 
处 理 自 然 。” 呈 他 的 “画家 眼睛 ?到 处 看 到 球面 ， 头 上 及 脚下 。 实 际 上 ， 
对 于 稀少 的 宇航 员 来 说 ， 人 类 大 家 夺 目 证 以 来 就 一 直行 走 于 一 个 非常 巨 
大 的 球面 上 。 

球面 无 所 不 在 ， 但 它 还 是 有 不 可 否认 的 优美 ， 本 质 上 的 单纯 使 其 优 
雅 ， 使 其 远离 所 有 其 他 形状 。 没 有 哪个 立体 能 够 像 球 那样 吸引 我 们 的 注 


除 此 之 外 ， 球 面 实际 上 是 一 个 数学 实体 。 严 格 说 来 ， 把 球面 定义 为 
到 一 个 固定 点 有 给 定 距离 的 空间 中 所 有 点 的 集合 。 当 然 这 个 给 定 的 距离 
就 是 半径 ， 这 个 固定 点 就 是 球 心 。 然 而 ， 欧 几 里 得 在 用 这 些 术 语 定义 球 
时 却 采 用 了 一 个 更 动态 的 观点 : “保持 半圆 直径 不 变 ， 旋 转 这 个 半圆 并 
回 到 它 开 始 运动 时 的 相同 位 置 ， 如 此 形成 的 图 形 是 一 个 球 。?| 

球 是 由 旋转 的 半圆 扫 出 的 图 形 的 想法 ， 正 如 图 S-1 所 示 的 那样 ， 给 
人 带 来 运动 的 愉快 感 。 当 然 ， 它 也 表明 一 个 真实 的 半圆 一 定 要 被 物理 地 
在 空间 移动 。 现 代数 学 家 更 喜欢 植 根 于 纯 馆 辑 的 球 定义 而 不 是 那些 基于 
物理 运动 的 定义 。 尽 管 如 此 ， 欧 几 里 得 的 通过 运动 产生 球 的 概念 对 确定 
包 的 表面 非常 重要 ， 而 把 所 有 这 些 方方面面 综合 到 一 起 的 数学 家 显然 是 
锡 拉 库 扎 的 阿 基 米 德 。 
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图 S-1 





本 章 的 目标 简单 说 来 就 是 : 跟随 阿 基 米 德 去 求 球面 的 表面 积 。 这 是 
一 个 诱惑 他 跳 入 深水 的 问题 。 在 我 们 自己 跳 进 去 之 前 ， 我 们 应 该 先 推导 
挑战 性 较 小 的 三 维 图 形 一 一 圆柱 的 表面 积 。 








如 图 S$-2 所 示 ， 标 准 的 推导 过 程 是 把 这 个 圆柱 沿 垂直 方 癌 切 开 ， 展 
开 它 ， 并 展 平 〈“ 注 意 ， 假 设 这 个 圆柱 既 疫 有 顶 也 没有 底 ) o RF KAR 
就 是 一 个 矩形 ， 它 的 高 是 原来 圆柱 的 高 度 ， 而 它 的 宽 是 这 个 圆柱 底面 圆 
的 周 长 。 如 我 们 在 第 C 章 中 所 看 到 的 那样 ， 这 个 周 长 是 rD=2rr。 因 此 ， 














圆柱 的 表面 积 = 矩形 的 面积 =bxp 
-(2nr)xh-2mrh 


这 个 推理 如 此 简单 ， 说 明 圆 柱 虽 然 是 弯曲 的 但 它 不 是 无 法 想象 的 弯曲 。 

然而 ， 寻 找 球面 的 弯曲 表面 的 面积 却 远 不 是 这 样 简 单 。 首 先 ， 我 们 
不 知道 从 什么 地 方 开始 。 从 圆柱 那里 我 们 得 到 一 些 启 发 ， 我 们 可 以 尝试 
着 切 开 并 展开 一 个 球面 ， 但 是 其 结果 不 是 一 个 简单 或 者 熟悉 的 图 形 。 我 
们 还 可 以 尝试 着 把 许多 小 正方 形 贴 在 这 个 球面 的 表面 上 从 而 得 到 它 的 面 
只 ， 但 是 这 些小 下 方形 不 能 够 完全 包围 它 。 利 用 正方 形 测 量 球 的 表面 积 
就 如 同 把 苹果 和 权 子 比较 。 

这 些 困难 都 无 法 阻止 阿 基 米 德 去 探索 它 最 深层 的 秘密 。 在 第 C 章 ， 
我 们 提 到 他 在 数学 方面 取得 了 一 系列 空前 绝 后 的 成 功 。 他 自己 以 及 后 人 
所 认定 的 其 中 最 伟大 的 胜利 就 是 确定 了 球 的 表面 积 和 体积 ， 这 是 他 的 著 
作 《 论 球 和 圆柱 》 中 的 绝妙 发 现 。 正 如 我 们 将 看 到 的 那样 ， 这 其 中 只 涉 
及 少量 的 几何 知识 ， 但 是 它 却 需 要 一 定 的 智慧 。 

数学 中 有 这 样 一 个 公认 的 真理 ， 即 一 个 困难 的 问题 通常 可 以 通过 一 
系列 略微 简单 的 子 问 题 加 以 解决 。( 实 际 上 ， 在 处 理 生活 中 的 问题 时 这 
也 不 失 为 一 种 好 的 训诫 。) 同样 ， 阿 基 米 德 也 没有 放 过 这 一 真理 ， 他 没 
有 直接 进攻 球面 ， 而 是 依赖 于 两 个 更 容易 接近 的 立体 圆锥 和 圆 台 的 
性 质 。 追 随 他 的 步伐 ， 我 们 导出 它们 的 表面 积 公式 。 

假设 我 们 有 一 个 如 图 S-3 所 示 的 圆锥 。 它 的 底 上 的 圆 的 半径 是 r， 沿 
圆锥 表面 从 顶点 到 底部 的 直线 长 度 即 所 谓 的 斜 高 是 s。 
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图 S-4 


为 了 确定 这 个 圆锥 的 面积 ， 我 们 从 的 到 顶部 如 图 所 示 那 样本 开 ， 然 
后 展 平 这 个 表面 得 到 一 个 加 的 一 部 分 ， 学 术 上 把 它 称 为 届 形 。 注 意 ， 原 
来 圆锥 的 斜 高 s 些 时 变 成 了 这 个 属 形 的 半径 。 

现在 我 们 补 全 这 个 书 形 ， 形 成 一 个 圆 ， 如 图 $-4 所 示 。 显 然 这 个 而 
形 面积 与 整个 圆 面积 的 比率 等 于 这 个 书 形 的 边缘 的 长 度 与 这 个 圆 的 总 周 
长 之 比 。 换 句 话说 
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的 弧 长 也 同样 是 这 个 复原 后 的 圆 的 周 长 的 三 分 之 一 。 

当然 ， 半 径 为 s 的 这 个 复原 后 的 圆 的 面积 为 rs“， 而 周 长 是 2rs。 从 图 
S-3 我 们 可 以 看 到 ， 这 个 局 形 的 弧 长 正好 是 这 个 圆 的 周 长 在 原来 圆锥 撒 
的 那 部 分 : 2rr。 毕 合 这 些 信 息 ， 我 们 得 到 


MÉR 2xr r 
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因为 展 平 后 的 局 形 面积 正好 是 原来 的 圆锥 的 表面 积 ， 所 以 我 们 已 经 证 明 
T: 


ARA 圆锥 表面 积 =rrs, 其 中 "是 半径 ,s 是 斜 高 。 

阿 基 米 德 所 需要 的 第 二 个 表面 是 圆 台 的 表面 。 圆 全 就 是 当 一 个 圆锥 
被 一 个 平行 于 它 的 砌 的 平面 切割 且 移 走 它 的 顶部 后 所 剩余 的 下 面 的 立 
体 ， 如 图 $-5 所 示 。 设 "是 这 个 圆 台 顶 部 圆 的 半径 ，R 是 底部 圆 的 半径 ， 
而 s 是 这 个 圆 台 的 斜 高 ， 即 它 是 沿 着 圆 台 表面 笔直 地 从 上 圆 到 下 圆 的 直 
人 
RNB) o 

要 实施 的 最 目 然 的 方法 是 恢复 它 失 去 的 圆锥 的 顶部， 然后 再 利用 公 
式 A 去 求 这 个 恢复 后 的 大 圆锥 的 表面 积 ， 以 及 小 圆锥 的 表面 积 。 二 者 之 
兰 就 是 圆 台 的 表面 积 。 



































图 S-6 


为 了 记 法 上 的 方便 ， 我 们 把 这 上 半 部 分 的 斜 高 称 为 b 如 图 S-6 所 
示 。 因 为 上 半 部 分 圆锥 的 半径 是 r， 和 斜 高 是 t， 所 以 根据 公式 A， 它 的 表 
面积 是 nrt。 对 于 恢复 后 的 大 圆锥 ， 底 部 半径 是 R， 和 斜 高 是 stt， 即 是 上 半 
部 分 圆锥 的 斜 高 与 圆 台 斜 高 之 和 。 因 此 ， 它 的 表面 积 是 rR(s+D。 于 是 有 


圆 人 台 的 表面 积 = 恢复 后 的 圆锥 的 表面 积 - 上 半 部 分 圆锥 的 表面 积 
=nR(s+t)-mrt 
=nRs+nRt-nrt=n[Rs+(Rt-rt )] 


遗憾 的 是 ， 这 个 表达 式 里 还 有 几 个 需要 计算 的 量 ， 因 为 我 们 需要 知 











道 的 长 度 。 而 我 们 更 希望 导出 一 个 只 包含 Rr 和 s 的 公式 ， 这 些 是 原来 圆 
台 的 数据 ， 而 不 希望 它 包含 这 个 幽灵 量 t， 它 测度 的 是 已 经 被 抛弃 的 圆 
F OLEUM einer us 
”的 源 果 。 

通过 引入 相似 三 角形 的 关系 ， 我 们 可 以 扭转 这 种 局 势 。 假 设 我 们 用 
一 个 垂直 平面 切割 这 个 恢复 后 的 圆锥 ， 以 此 产生 了 图 S-7。 显 然 上 面 的 
直角 三 角形 AEF 与 大 直角 三 角形 ADC 相 似 ， 因 为 它们 都 包含 一 个 直角 和 
人 DAC。 根 据 相似 性 ， 对 应 边 成 比例 ， 特 别 地 在 这 两 个 直角 三 角形 中 ， 
和 斜 边 与 水 平底 边 的 比率 是 相同 的 。 因 此 有 wr=(s+0)/R。 交 又 相 乘 并 做 代 


数 化 简 得 到 

Rt=r(s+t)=rs+rt 或 者 Rt-rt=rs 
然后 ， 我 们 把 上 面 这 个 表达 式 代 入 到 早 前 我 们 得 到 的 圆 台面 积 的 公式 ， 
得 到 








D C 


台 的 表面 积 =n[Rs+(Rt-rt)]=n[Rs+trs] 
-ns(R-*r) 
综 上 所 述 ， 我 们 已 经 证 明了 如 下 结论 。 
AGB 圆 台 的 表面 积 =rsGR+m, 其 中 , 圆 台 有 上 半径 六 下 半径 R 及 斜 高 


So 


使 用 文字 描述 ， 这 个 公式 表述 的 是 圆 台 的 表面 积 是 rr、 和 斜 高 和 形成 
它 的 底 的 圆 的 半径 之 和 的 积 。 

到 此 预备 工作 已 经 完成 ， 但 是 球面 仍 不 见 踪影 。 事 实 上， 此 时 阿 基 
米 德 出 乎 预料 地 把 他 的 注意 力 转 向 了 二 维 的 圆 而 不 是 三 维 的 球面 。 你 坐 
稳 了 ， 不 要 吃惊 。 

在 半径 为 r、 直 径 为 AA' 的 圆 内 ， 他 内 接 了 一 个 边 数 为 偶数 、 边 长 
为 x 的 正 多 边 形 。 为 了 在 图 S-8 中 进行 说 明 ， 我 们 已 经 使 用 了 正八 边 
形 ABCDA'A'D'C'B'， 但 是 该 推理 适合 任意 偶数 边 正 多 边 形 。 阿 基 米 德 画 
tH ELTSAA' B] HEZEBB'ICC',DD' 4) Fl] Az AA T F,G,H; 虚线 B'C 和 CD 交 和 直径 
于 K 和 L 还 画 了 一 条 似乎 不 太 重 要 的 线 A'B， 它 的 长 度 标 记 为 y。 利 用 这 
些 ， 他 的 图 形 被 分 成 很 多 大 大 小 小 的 三 角形 。 

这 些 图 形 中 存在 两 个 显然 的 结果 。 一 个 是 线段 BF 和 B'F 长 度 相 等 ， 
我 们 称 其 为 bp;， CG 和 C'G 也 有 相同 的 长 度 ， 称 其 为 c,DH 和 DD’H 的 长 度 也 
相等 ， 称 其 为 q 

我 们 下 面 要 做 的 是 引用 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 第 三 卷 中 的 一 个 结 
果 ， 相 等 弧 所 对 的 圆周 角 相 等 。 因 为 我 们 用 的 是 正 多 边 形 ， 所 以 这 个 圆 
被 这 个 正 多 边 形 的 边 分 成 的 小 弧 是 相等 的 ， 从 而 ， 这 些 弧 所 对 的 所 有 
周 角 都 相同 。 因 此 ，BA'A= 人 ABB'， 因 为 它们 分 别 是 等 弧 AB 和 AB' 所 
对 的 圆周 角 ;， 同样 的 原因 ，ABB:=BB:C=B'CC'， 等 等 。 在 图 S$-8 
中 ， 每 个 这 样 的 角 的 大 小 记 为 a。 








图 S-8 





现在 ， 我 们 跟随 阿 基 米 德 寻找 一 系列 比例 。 注 意 ，AABA' 和 AAFB 相 
似 ， 因 为 它们 有 公共 角 二 BAA'， 而 且 都 有 一 个 大 小 为 a 的 角 。 根 据 对 应 
边 的 比例 ， 我 们 得 到 











F AB AF cr 
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F A'B 或 者 b y 
axem T = (AF F)y Y rapti) LZ: HFI. 


注意 到 AAFB 和 AKFB' 相 似 ， 因 为 它们 都 有 一 个 大 小 为 a 的 角 ， 且 
人 AFB 和 人 KFB’ 是 直角 。 于 是 有 下 面 的 比例 
FK AE FK APoc 
BF BF b b y 
其 中 ， 最 后 面 的 等 式 就 是 上 个 段落 的 公式 的 简单 重复 。 交 叉 相 乘 得 到 
zb = (FK)y 
我 们 继续 在 这 个 圆 里 追击 相似 三 角形 。 下 一 对 三 角形 是 AKFB' 和 


AKGC， 它 们 都 有 一 个 大 小 为 a 的 角 ， oe 
了 GKC。 因 此 有 


KG FK BG FK zx 








CG EF e p 
同样 ， 最 后 面 的 等 式 是 上 面 段落 的 公式 的 重 写 。 因 此 有 ， 
zc = (KG)y 


继续 ，AKGC 和 ALGC: 相 似 ， 因 此 ， 同 上 一 样 ， 我 们 有 表达 式 


ATGC 和 AD 相似 HIET Axd= 


(LH)y 


— Mer A')y 
连 串 的 等 ER We? 阿 基 米 德 把 它们 加 起 来 得 到 


而 ALHD 和 AA'HD' 相 似 ， 由 此 可 得 
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+ zd=(H . 
zb + zb -Fzc--zc-- zd zd = (AF + FK + KG +GL+LH A')y 
化 简 上 面 的 表达 式 ， 得 到 更 简单 的 表达 式 : 
z[2b + 2c + 2d] = (AA')y 
因为 右边 的 线段 合 起 来 就 形成 这 个 圆 的 直径 。 而 这 个 圆 的 半径 是 已 知 的 


- 











| eom 
-， 我 们 知道 AA’ = 27 因此 我 们 证 明了 ; 
x[2b+2c+2d]=2ry (*) 

尽管 我 们 还 不 清楚 阿 基 米 德 如 何 使 用 这 二 结果 ， 但 是 CO 的 关系 在 下 
面 的 推理 中 起 着 重要 的 作用 。 

在 接 下 来 的 步骤 中 ， 我 们 终于 遇 到 了 球面 。 阿 基 米 德 把 图 S-8 的 整 
个 图 形 关于 水 平 轴 AA' 旋 转 。 正 如 欧 几 里 得 的 定义 所 允许 的 那样 ， 这 样 
的 旋转 将 扫 出 一 个 球 ， 与 此 同时 ， 被 旋转 的 多 边 形 则 产生 了 一 个 立体 图 
形 ， 它 是 由 中 间 的 圆 台 和 两 头 的 圆锥 组 成 的 立体 图 形 ， 如 图 $-9 所 示 。 

















注意 到 下 面 这 一 点 非常 重要 : 每 一 个 圆锥 和 圆 台 的 斜 高 都 是 x， 这 
是 原来 内 接 于 圆 的 正 多 边 形 的 边 长 。 

现在 ， 我 们 来 确定 这 个 立体 图 形 的 表面 积 。 对 于 左边 的 圆锥 来 说 ， 
它 的 斜 高 是 x， 底 半径 是 p， 根 据 公式 A， 其 表面 积 是 mxb。 左 边 的 圆 台 和 斜 
局 是 x， 上 面 圆 的 半径 是 p， 下 面 圆 的 半径 是 ce， 因此 根据 公式 B， 我 们 知 
道 它 的 表面 积 是 nx(b+tc)。 同 样 ， 右 边 的 圆 台 表面 积 古 mx(c+d)， 而 右边 
的 圆锥 表面 积 是 rxd 把 这 些 结 果 综 合 起 来 ， 我 们 有 



































内 接 立 体 的 表面 积 =nxb+nx(b+c)+nx(c+d)+nxd 
=nx[b+(b+c)+(c+d)+d 
=1x[2b+2c+2d | 


这 里 ， 令 人 惊奇 的 是 ， 我 们 得 到 了 包含 上 面 的 〈*) 的 一 个 表达 式 。 作 
丛 换 ， 我 们 就 到 达 了 这 一 漫长 推理 的 关键 点 : 
内 接 立 体 图 形 的 表面 积 =nx[2b+2c+2d]=n(2ry) 
现在 ， 我 们 就 很 清楚 为 什么 阿 基 米 德 要 引入 那 条 神秘 的 线 AB 了 
《在 图 $-8 中 ) : 它 的 长 度 y 刻 画 了 这 个 球 内 的 这 个 立体 的 表面 积 。 同 样 
也 很 清楚 他 为 什么 需要 偶数 边 正 多 边 形 。 这 样 每 一 个 内 半径 〈 在 我 们 的 
图 中 是 b,c,d)〉 都 属于 两 个 立体 图 形 。 如 果 阿 基 米 德 使 用 的 是 奇数 边 的 正 


多 边 形 ， 他 可 能 就 得 不 到 两 端的 圆锥 ， 其 中 一 个 半径 不 能 是 圆 台 和 相连 
接 的 圆锥 的 共同 部 分 ， 因 此 就 不 能 使 用 等 式 (*) 。 

无 论 如 何 ， 我 们 已 经 确定 了 这 个 内 接 立 体 图 形 的 表面 积 ， 而 不 是 这 
个 球面 本 身 的 表面 积 。 但 是 ， 前 者 是 后 者 的 近似 ， 当 正 多 边 形 的 边 数 增 
大 时 ， 这 个 近似 就 会 变 得 更 好 。 取 代 内 接 正 八 边 形 ， 我 们 可 以 做 10 边 
形 ，20 边 形 ， 或 者 20 000 000 边 形 。 根 据 上 面 的 推理 ， 这 个 内 接 立 方 体 
的 表面 积 是 n(2ry)， 与 边 数 无 关 。 同 时 ， 这 个 立方 体 的 表面 积 将 趋向 这 
个 球面 的 表面 积 。 因 此 ， 我 们 可 以 利用 第 DD 章 的 imit*， 得 到 : 

球 的 表面 积 =lim (内 接 立 方 体 的 表面 积 〉=limn(2ry) 

当 正 多边形 的 边 数 无 限 增加 时 ， 上 式 中 的 球面 半径 r 的 大 小 不 变 。 
但 是 y 是 线段 A'B 的 长 度 ， 它 的 值 会 发 生变 化 。 显 然 ， 当 多 边 形 的 边 数 二 
a eg AE 

A try 




















lim y = lim A’B = A'A — 2r 


为 此 我 们 得 到 想 要 的 结果 : 
球 的 表面 积 =lim[r(2ry)]=2rr[lim y]22nr(2r)24nr? 
这 个 结果 叙述 起 来 很 简单 ， 而 证 明 起 来 很 复杂 。。 

在 阿 基 米 德 的 论文 《 论 球 和 圆柱 》 中 ， 阿 基 米 德 用 不 同 的 方式 陈述 
了 这 个 定理 。 因 为 他 工作 的 时 间 是 在 代数 记 法 出 现 的 近 2000 年 前 ， 当 时 
诸如 4r 这 样 的 公式 还 没有 意义 。 他 是 用 一 首 小 诗 陈 述 了 这 个 定 
PE. “任意 球面 的 表面 积 是 其 中 的 最 大 圆 的 面积 的 4 倍 大 。” 罗 当然， 这 
与 我 们 上 面 的 版 本 是 一 致 的 ， 因 为 球面 中 的 “最 大 圆 ? 束 是 通过 球 的 直径 
的 圆 。 这 个 圆 形 截 面 的 半径 是 r， 面 积 是 rz， 所 以 当 阿 基 米 德 说 这 个 面 
积 是 4 倍 大 时 ， 就 是 说 这 个 球面 的 表面 积 是 4r。 无 论 是 表示 成 一 个 公 
式 还 是 一 句 话 ， 这 都 不 愧 为 一 个 奇妙 的 推理 。 

出 于 历史 的 准确 性 的 缘故 ， 我 们 必须 再 加 上 几 句 说 明 。 我 们 的 推理 
跟随 着 阿 基 米 德 所 采用 的 路 线 ， 但 是 也 作 了 一 些 有 意义 的 更 改 。 首 先 ， 
正如 提 到 的 那样 ， 他 采用 的 是 纯 儿 何 的 模式 ， 而 不 是 代数 模式 。 其 次 ， 
他 没有 使 用 极限 。 过 了 这 一 推理 的 关键 点 ， 即 确定 了 内 接 的 近似 立体 图 
A a 
限 ， 完 成 证 明 。 

但 是 阿 基 米 德 没 有 极限 的 概念 ， 也 没有 相应 的 代数 记 法 ， 他 使 用 了 
一 种 被 称 为 双 归 请 法 的 证 明 技巧 ， 我 们 在 第 G 和 草 对 欧 几 里 得 工作 的 讨论 
中 看 到 过 这 一 证 明 技巧 。 即 他 首先 证 明了 球面 的 表面 积 不 可 能 比 这 个 球 
面 的 最 大 圆 面积 的 4 倍 还 要 大 。 然 后 ， 他 再 回 过 头 来 证 明 球 的 表面 积 






































不 可 能 小 于 它 的 最 大 圆 面积 的 4 倍 。 在 这 两 个 方面 被 除 掉 之 后 ， 他 得 出 
和 

我 们 绝 不 会 因 阿 基 米 德 使 用 了 间接 推理 方法 而 指 贡 他 。 用 他 那 娴熟 
的 手法 ， 双 归 廖 法 足以 建立 这 一 定理 和 其 他 更 有 意义 的 几何 结果 ， 而 且 
1500 多 年 以 后 数学 家 仍然 使 用 这 一 技巧 。 他 的 确 熟 练 利 用 这 些 工 具 做 了 
一 项 非常 了 不 起 的 工作 。 只 有 利用 代数 记 法 和 极限 ， 数 学 家 们 才能 采用 
上 面 的 捷径 。 

这 就 是 《 论 球 和 圆柱 》 中 那个 伟大 的 定理 。 在 这 本 书 的 不 同 地 方 ， 
阿 基 米 德 给 出 了 这 一 结果 的 不 同 版 本 ， 其 中 一 个 版 本 解释 了 这 一 标题 的 
意义 。 他 与 道 :“ 以 这 个 球 里 的 最 大 圆 为 底 ， 而 且 高 等 于 这 个 球 的 直径 
的 任何 圆柱 是 .……. 这 个 球面 面积 再 加 上 一 半 。? 他 所 说 的 “球面 面积 
加 上 一 半 ” 的 意思 就 是 

圆柱 的 表面 积 = 球面 面积 + (球面 面积 ) 

这 里 ， 阿 基 米 德 把 圆柱 和 骨 在 这 个 圆柱 里 的 球面 联系 到 了 一 起 ( 参 
见 图 S-10)。 但 是 这 个 陈述 与 前 面 的 陈述 等 价 吗 ? 当然 ， 答 案 是 肯定 
的 ， 我 们 下 面 会 看 到 其 中 的 原因 。 

















图 S-10 


在 本 章 的 前 面 ， 我 们 已 经 证 明了 圆柱 的 表面 积 是 2rrmn， 因 为 这 个 球 


面 是 内 在 这 个 圆柱 里 面 的 ， 而 圆柱 的 高 恰好 是 这 个 球 的 直径 ， 即 hi=2r。 
因此 这 个 圆柱 的 表面 积 是 2nr(27)=4nr<。 

但 是 ， 当 阿 基 米 德 谈 起 圆柱 面积 的 时 候 ， 他 是 要 包含 它 的 上 底 和 下 
底 的 。 这 个 圆柱 的 上 底 的 面积 是 rr2， 而 下 底面 积 也 与 此 相等 。 因 此 整 
个 圆柱 的 表面 积 是 














侧面 面积 + 上 底面 积 + 下 底面 积 =4rr+Trr2=6r 


阿 基 米 德 陈 述 到 ， 这 个 圆柱 的 表面 是 “球面 的 面积 再 加 上 一 半 ”。 设 
5 表示 球面 的 面积 ， 那 么 我 们 有 


l L. 
61r^ = 圆柱 的 表面 积 = 5 十 


对 两 边 加 倍 ， 得 到 12rv2=2S+S=3S， 因 此 ，S=(1/3)x12rr2=4rr2， 同 前 面 
完全 相同 。 

圆柱 和 球面 之 间 的 这 一 关系 激发 了 阿 基 米 德 的 激情 ， 他 有 理由 为 这 
一 发 现 而 骄傲 。 据 传阅， 他 要 求 把 众 在 圆柱 里 面 的 球面 的 图 形 刻 在 他 的 
墓碑 上 ， 作 为 这 一 伟大 几何 真理 的 纪念 品 。 这 就 是 他 的 纪念 碑 。 

最 后 ， 我 们 谈 一 些 对 过 去 的 观察 。 身 处 现代 科学 和 技术 进步 之 中 ， 
很 容易 觉得 我 们 的 智力 优越 于 以 往 任 何 时 代 的 人 。 毕 竟 ， 亚 里 士 多 德 没 
有 得 到 博士 学 位 ， 欧 几 里 得 也 没有 得 到 话 贝 尔 奖 。 我 们 坐 下 ， 打 开 电 
视 ， 深 深 同情 智力 有 限 的 祖先 。 

本 章 应 该 扼杀 了 任何 这 样 的 情感 。 显 然 ， 我 们 刚刚 看 到 的 数学 驱散 
了 这 样 的 观念 : 全 世界 聪明 之 人 都 活 在 今天 。 在 20 多 个 世纪 之 前 的 阿 基 
米 德 的 敏锐 注视 之 下 ， 球 面 面 积 的 神秘 面纱 被 永远 地 揭 开 了 。 
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ABD = 3 Z ABC 


risection 


那些 勇敢 进行 不 可 能 的 探索 的 英雄 们 身上 有 着 永 不 磨灭 的 迷人 魅 
力 。 从 圣杯 到 基 德 船长 的 手 埋 的 宝藏 ， 从 西北 航道 到 青春 之 杂 ， 探 险 家 
们 满怀 无 限 硕 望 地 出 发 了 。 有 很 多 人 消沉 失望 地 回来 了 。 有 些 人 再 也 没 
有 回来 。 更 少 的 人 殉 服 了 重重 困难 ， 取 得 了 成 功 : ERNI EFE, 





居 里 分 离 出 了 镭 ， 埃 德 蒙 希 拉 里 和 丹 增 话 盖 登 上 了 珠 称 关 玛 峰 。 这 如 
0 
JH S K 

数学 肯定 也 有 属于 它 自己 的 追求 ， 其 中 有 成 功 也 有 失败 ， 当 然 这 一 
领域 是 纯 推 理 领 域 ， 而 不 是 喜 玛 拉 雅 山脉 。 其 中 最 著名 的 就 是 有 千年 之 
久 的 三 等 分 角 的 探索 。 

像 其 他 很 多 数学 故事 一 样 ， 这 个 故事 来 自 于 希腊 几何 学 家 。 这 一 挑 
战 是 这 样 简 单 地 提出 来 的 : 从 任意 角 开 始 ， 把 它 精 确 地 分 成 三 等 分 。 这 
一 任务 似乎 相当 直 白 ， 但 是 首先 我 们 应 该 前 明 其 规则 。 

首先 ， 我 们 被 限制 只 能 使 用 几何 工具 : 第 G 章 讨论 过 的 圆规 和 没有 
刻度 的 直 尺 。 利 用 其 他 工具 的 三 等 分 即使 再 精妙 也 不 算 解 决 这 一 问题 。 
的 确 ， 和 希腊 几何 学 家 通过 引入 诸如 希 庇 亚 斯 的 割 圆 曲 线 或 者 阿 基 米 德 的 
螺旋 曲线 等 辅助 曲线 解决 了 这 一 问题 ， 但 是 这 些 曲线 本 刁 是 不 能 用 圆规 
和 直 尺 构造 出 来 的 ， 所 以 这 样 做 违反 了 游戏 规则 。 这 就 如 同 利 用 直 升 飞 
机 达到 珠穆朗玛 峰 一 样 : 使 用 了 不 允许 的 手段 实现 目标 。 为 了 合法 地 实 
现 三 等 分 ， 我 们 只 能 利用 圆规 和 直 尺 。 

第 二 个 规则 是 ， 这 一 构造 必须 在 有 限 步 又 内 完成 。 构 造 必须 能 够 结 
束 。 一 个 “无 限 构 造 ”? 即 使 能 够 在 一 定 限制 下 实现 三 等 分 也 是 腕 无 价值 
的 。 永 远 进行 下 去 的 构造 对 于 州 际 高 速 公 路 也 许 是 正常 的 ， 但 是 在 几何 
里 这 是 不 允许 的 。 

最 后 ， 我 们 必须 设计 一 个 三 等 分 任意 角 的 过 程 。 三 等 分 一 个 特殊 
角 ， 甚 至 一 干 个 特殊 角 也 是 不 充分 的 。 如 果 你 的 解决 方案 不 具有 普 裔 
性 ， 那 么 它 就 不 是 解 。 

这 最 后 一 点 在 图 T-1 中 得 到 了 说 明 。 假 设 使 用 圆规 和 直 尺 ， 我 们 可 
以 作 AB 垂 直 于 BC (一 个 简单 的 过 程 》》。 以 AB 为 底 ， 下 一 步 是 构造 一 个 
等 边 三 角形 ABD。 正 如 我 们 在 第 G 章 中 所 讨论 的 那样 ， 这 是 《几何 原 
本 》 的 第 一 个 命题 ， 所 以 它 是 合法 的 。 现 在 ，~ABD 是 60"，ABC 是 
90。， 所 以 和 DBC 是 30*=(1/3)( 二 ABC)。 利 用 圆规 和 直 尺 我 们 已 经 完美 地 
把 直角 三 等 分 。 
































这 值得 庆祝 吗 ? 当然 不 ， 因 为 三 等 分 直角 不 是 我 们 的 目标 。 我 们 的 
目标 是 一 般 角 ， 上 面 的 过 程 不 具有 一 般 性 。 

有 一 个 现象 可 能 激 及 了 三 等 分 角 的 探索 ， 就 是 ， 能 够 用 圆规 和 直 太 
完成 两 个 显然 相关 的 构造 。 一 个 是 任意 角 的 二 等 分 ， 男 一 个 是 任意 线段 
的 三 等 分 。 我 们 离开 一 下 ， 去 看 一 看 这 些 是 如 何 实现 的 。 

首先 ， 假 设 我 们 有 如 图 T-2 所 示 的 任意 角 和 ABC， 而 且 希 望 用 圆规 
和 直 尺 把 它 二 等 分 。 我 们 使 用 的 这 一 过 程 是 《 儿 何 原本 》 第 I 苍 的 命题 
9。 首 先 在 线段 AB 上 选择 任意 一 点 D。 利 用 圆规 以 点 B 为 中 心 、BD 为 半 








径 ， 男 一 条 弧 交 BC 于 点 E 使 得 BD = BE 。 使 用 直 尺 画 DE， 
在 DE 上 构建 等 边 三 角形 DEF。 最 后 ， 画 出 线段 BF。 





三 角形 全 等 理论 证 明 BF 二 等 分 ABC， 因 为 根据 构造 ， 
BD = BE; 册 为 ADEF 是 等 边 的 , 所 以 DF = 


EF:BF = BF o psss, 我 们 得 出 结论 ， ABDF 全 等 于 
ABEF， 所 以 人 ABF 与 人 CBF 相等 。 换 句 话 说 ， 攻 ABC 被 一 分 为 二 。 

我 们 注意 到 ， 我 们 用 圆规 和 直 尺 在 有 限 步骤 内 把 任意 角 分 成 了 二 等 
份 ， 因 此 符合 我 们 的 规则 。 角 的 二 等 分 显然 相当 初等 。 

也 很 容易 把 一 个 角 四 等 分 ， 即 把 它 分 成 四 个 相等 的 部 分 。 我 们 注意 
到 ， 只 需 重复 前 面 的 过 程 ， 分 别 把 二 GBF 和 _ABF 一 等 分 就 能 够 得 到 完 
美的 四 等 分 。 再 把 它们 每 一 个 二 等 分 就 产生 八 等 分 ， 依 次 类 推 。 显 然 ， 
不 难 把 任意 角 2n 等 分 。 当 然 ， 这 一 切 对 我 们 如 何 把 一 个 角 三 等 分 是 没有 
什么 帮助 的 。 

另 一 个 相关 的 构造 是 利用 圆规 和 直 尺 三 等 分 任意 一 条 线段 。 我 们 再 
看 一下 欧 几时 得 的 做 法 ， 他 在 《几何 原本 》 第 VI 疮 的 全 二 描述 了 下 而 
和 过程 。 

从 任 给 的 线段 AB 开 始 ， 我 们 希望 把 它 三 等 分 (参见 图 T-3) 。 从 点 
A 出 发 画 任 意 一 条 直线 AC， 取 AC 上 任意 一 点 D。 利 用 圆规 在 直线 AC 上 构 
造 线段 DE 和 EF， 它 们 与 AD 有 相等 的 长 度 ， 这 样 就 使 得 AD 的 长 度 是 AF 
的 长 度 的 三 分 之 一 。 


























接 下 来 画 BF， 形 成 ZAFB， 它 的 大 小 记 作 a 利用 圆规 直 尺 ， 构 造 
人 ADG， 其 大 小 也 等 于 a 欧 几 里 得 在 卷 I 的 命 古 23 中 描述 了 这 一 构 
造 ) 。 这 表明 AADG 和 AAFB 是 相似 的 ， 因 为 它们 都 有 大 小 为 a 的 角 而 且 
共有 顶点 A 处 的 角 。 根 据 相 似 性 ， 对 应 边 的 比 相等 。 特 别 地 ， 我 们 有 


A AD 1 





AB AF 3 


所 以 线段 AG 也 是 AB 的 三 分 之 一 。 这 样 ， 我 们 利用 圆规 和 直 尺 在 有 限 步 
又 内 把 一 条 一 般 线 段 三 等 分 了 。 

我 们 能 够 二 等 分 角 和 三 等 分 线段 ， 似 乎 有 理由 期 望 我 们 可 以 三 等 分 
角 。 古 希腊 人 也 许 就 是 这 样 想 的 ， 而 且 几 个 世纪 以 来 无 数 的 数学 家 可 能 
也 是 这 样 想 的 。 

还 有 一 件 事 也 给 三 等 分 研究 者 以 希望 :圆规 和 直 尺 能 够 完成 一 些 奇 
妙 的 构造 。 没 有 人 会 因为 知道 可 以 构造 等 边 三 角形 或 者 正方 形 而 感 到 尺 
讶 ， 但 是 利用 圆规 和 直 尺 构造 正 五 边 形 却 不 是 那样 一 目 了 然 ， 欧 几 里 得 
在 《几何 原本 》 第 四 卷 描 述 了 一 个 构造 过 程 。 男 外， 我 们 可 以 构造 正六 
边 形 、 正 八 边 形 、 正 十 边 形 和 正 十 三 边 形 ， 甚 至 是 正 十 五 边 形 ， 这 最 后 
的 正 十 五 边 形 的 构造 法 是 《几何 原本 》 第 IV 卷 的 最 后 一 个 命题 。 














如 果 圆 规 和 直 尺 有 如 此 大 的 威力 ， 我 们 也 许可 以 乐观 地 进行 诸如 正 
九 边 形 的 构造 。 自 然 的 下 手 处 应 该 是 构造 等 边 三 角形 ABC， 并 把 其 中 一 
条 边 延 长 到 D， 如 图 T-4 所 示 。 那 么 和 人 DAC 的 大 小 是 180°-60°=120°。 现 
在 ， 如 果 我 们 能 够 把 DAC 三 等 分 ， 我 们 束 构 造 出 一 个 (L/3)(120?)=40” 
角 ， 这 就 是 360" 圆 的 九 分 之 一 。 把 这 个 40?" 转 移 到 圆 的 圆心 ， 重 复 九 次 
就 可 以 产生 一 个 正 九 边 形 ， 如 图 T-5 所 示 。 








当然 这 一 构造 中 包含 着 “如 果 ” 的 和 条件。 至 无 疑问 ， 构 造 正 九 边 形 的 
愿望 是 圆规 和 和 直 尺 三 等 分 角 的 为 一 个 潜在 的 推动 力 。 
此 时 ， 我 们 应 该 看 一 下 两 个 “近乎 成 功 ” 的 案例 ， 即 能 够 把 任意 角 三 
等 分 ， 只 不 过 要 破坏 前 面 提 到 的 条 条 构造 规则 。 
C 








> 








第 一 个 是 阿 基 米 德 的 一 个 聪明 的 推理 。 这 个 过 程 使 用 一 个 著名 的 结 
果 ， 即 三 角形 的 外 角 等 于 两 个 内 对 角 之 和 。 为 了 证 明 这 一 结果 ， 只 需 简 
单 地 把 边 AB 延 长 到 D， 生 成 图 T-6 所 示 的 外 角 DBC。 我 们 知道 a+B 
+y=180°*， 因 为 它们 是 三 角形 的 三 内 角 。 同 样 ， 因 为 AD 是 一 条 直线 ， 故 
DBC+B=180。。 因 此 a+B+y= 二 DBC+B， 在 这 个 等 式 的 两 边 减 去 8， 得 
到 oa+y= 二 DBC， 结 果 证 明 完 毕 。 

现在 ， 我 们 开始 看 一 下 阿 基 米 德 把 一 般 角 AOC 三 等 分 的 方法 ， 如 图 
RD 以 O 为 圆心 、 以 任意 的 半径 r 构 造 一 个 半圆 ， 延 长 线段 CO 交 半 
Bie 








在 左 侧 方 向 上 以 这 个 正确 的 距离 延长 这 条 线 是 这 个 过 程 的 关键 。 我 
们 这 样 做 : 取 一 把 直 矿 ， 把 它 的 一 端 放 在 点 A， 夯 一 器 放 在 这 条 延长 线 
上 的 一 点 D， 使 得 沿 着 直 尺 从 D 到 E(E 是 半圆 与 直线 AD 的 交点 ) 的 距离 


等 于 这 个 半 国 的 半径 。 换 名 话说， 构造 AD 便 ED=r 


。 我 们 说 这 样 
形成 的 人 ADC 是 原 来 角 了 人 AOC 的 三 分 之 
为 了 证 明 这 一 结论 ， Cs 画 半 圆 的 半径 EO， 创 建 


€ E — 4 
ADEO， 这 时 有 ED O ADFEO 是 等 腰 三 角 
形 ， 所 以 人 EOD=a。 接 下 来 ， 观 察 ADEO 的 外 角 AAEO 的 大 小 是 对 面 的 
两 个 内 角 之 和 。 即 角 二 AEO=a+a=2a。 但 是 axEOA 也 是 等 腰 三 角形 ， 因 为 
它 的 两 条 边 是 半径 ， 所 以 人 EAO= 人 AFEO=2a。 

现在 我 们 得 出 关键 的 结论 : AAOD 的 外 角 /AOC 等 于 对 面 的 两 个 内 
角 之 和 。 因 此 ， 








Z AOC- Z ODA+ / DAO=a+2a=3a 
这 表明 原来 的 <AOC 正 好 是 ADC 的 三 倍 ， 也 就 是 说 相当 于 我 们 构造 出 

芝 ADC 等 于 给 定 角 人 人 AOC 的 三 分 之 Ath, RITE ZAOCA E— 
样 大 小 的 角 ， 这 样 ， 使 用 圆规 和 直 尺 完成 了 三 =E 

这 是 真 的 吗 ? 遗憾 的 是 ， 在 整 个 推理 过 程 中 使 用 了 一 个 不 合法 的 过 
程 。 这 是 在 寻找 D 点 的 过 程 中 发 生 的 。 事 实 上， 我 们 是 如 何 使 用 无 刻度 
直 尺 来 确定 D 点 〈 进 而 下 点 ) 的 呢 ? 我 们 又 是 如 何 从 A 点 校正 直 尺 以 保证 
线段 ED 的 长 度 是 r 呢 ? 你 可 以 想象 在 直 尺 上 作 标 志 ， 然 后 来 回转 动 它 得 
到 理想 位 置 ， 但 是 这 是 不 允许 的 操作 。 直 尺 一 定 是 没有 刻度 的 ;不 能 仅 
赁 转动 和 滑动 它 来 目测 某 个 长 度 。 虽 然 这 一 构造 确实 三 等 分 了 这 个 角 ， 
但 是 它 显然 违反 了 游戏 规则 。 

应 该 公平 地 评价 阿 基 米 德 ， 他 认识 到 了 这 一 不 合理 之 处 。 希 腊 人 其 
至 有 术语 “ 允 近 ”来 描述 直 尺 的 这 种 转动 和 滑动 。 所 以 ， 我 们 不 应 该 指 员 
阿 基 米 德 犯 了 一 个 大 错 ， 而 是 应 该 赞扬 他 给 出 了 一 个 非常 聪明 的 推理 思 


路 。 

我 们 的 第 二 个 近乎 成 功 的 案例 也 采用 了 不 合法 的 方式 来 进行 三 等 
分 。 这 一 次 还 是 从 上 芝 AOC 开 始 ， 其 大 小 为 B， 如 图 T-8 所 示 。 通 过 两 次 二 
等 分 ， 我 们 得 到 一 个 大 小 为 (1/4)B 的 和 DOC。 如 果 我 们 再 进行 两 次 二 等 
2 DUC. 我 们 得 到 一 个 大 小 为 (L4)(L4)B=(L16)B 的 角 。 我 们 拷贝 这 个 
角 ， 构 成 角 和 EOD。 对 这 个 角 做 两 次 二 等 分 ， 得 到 一 个 大 小 为 (1/4) 
(1/16)B=(1/64)B 的 角 ， 把 这 个 角 放 置 成 和 FOE。 























以 这 样 PD 我 们 构造 出 如 下 大 小 的 人 COH: 


B+ “B+ B+ zt 


这 是 一 个 无 穷 — 下 面 我 们 给 出 一 个 评估 它 的 (尽管 是 村 
素 的 ) 快速 方法 。 
设 S 是 上 面 表达 式 的 和 。 即 
S= TE TTE TES EE 


NP UD 得 到 





S is 
1 p^ DU Xr 9 1 
254 ee bo Spe See ea 
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因为 石 边 除了 一 项 之 外 ， 所 有 项 都 消 挥 了 ， 所 以 我 们 得 到 


1 1 
S—-S=- 
4 4 
所 以 有 
3 1 ud ae 1 
"dn ulmi a 


EA MP HA, ZCOH (BIS) 的 大 小 是 原来 角 AOC 的 大 小 〈 即 B) 的 三 
Zu. RUD 

上 面 推 里 中 的 缺陷 是 显然 的 ;我们 需要 一 个 无 限 的 构造 。 的 确 ， 我 
们 作 越 多 的 两 次 二 等 分 ， 我 们 丈 越 能 得 到 一 个 更 加 完美 的 三 等 分 。 使 用 
这 一 过 程 足 以 使 我 们 构造 出 精确 度 达 到 知 干 分 之 一 度 以 内 的 三 等 分 。 但 
是 ， 三 等 分 的 挑战 需要 精确 ， 而 不 是 近似 。 对 于 这 个 过 程 ， 生 成 精确 的 
三 等 分 需要 无 限 次 构造 ， 这 人 不仅 超出 了 事先 规定 的 规则 ， 而 且 还 超出 了 
我 们 有 限 的 生命 周期 。 它 是 一 个 我 们 永远 都 无 法 完成 的 过 程 。 

尽管 有 这 样 充满 希望 的 答 试 ， 但 是 三 等 分 问题 仍然 是 古典 时 代 没 有 
解决 的 问题 。 到 了 公元 4 世纪 ， 帕 普 斯 (我 们 曾 在 第 I 革 过 到 他 ， 他 赞扬 
了 蜜蜂 的 智 意 ) 报告 次 :“ 古 代 几 何 学 家 硕 望 把 给 定 的 直线 角 分 成 三 个 
相等 的 部 分 ， 但 是 他 们 失败 了 。? 

这 种 迷 范 经 过 文艺 复兴 一 直 延 续 到 今天 。 一 个 又 一 个 世纪 ， 一 次 又 
一 次 失败 ， 三 等 分 问题 的 地 位 逐渐 升 高 。 就 像 一 个 被 重金 悬赏 缉拿 的 逃 
犯 一 样 ， 三 等 分 受到 许 许多 多 的 数学 家 的 热烈 退 逐 。 学 者 和 伪 学 者 纷纷 
设计 三 等 分 过 程 ， 并 大 肆 问 全 世界 宣布 。 然 后 ， 无 一 例外 ， 这 些 不 笠 的 
学 者 都 眼睁睁 地 看 痢 他 人 发 现 了 他 们 推理 过 程 中 的 缺陷 。 大 量 不 正确 的 
证 明 如 同 测 水 般 涌 来 ， 迫 使 巴黎 科学 院 于 1775 年 宣布 不 再 接受 三 等 分 的 
证 明 。 妆 携带 着 三 等 分 证 明 的 人 们 就 如 携带 了 瘟疫 一 样 被 拒 之 门 外 。 

这 一 策略 反映 出 数学 界 的 某 些 人 已 经 开始 相信 任意 角 的 三 等 分 也 许 
是 圆规 和 直 尺 力 所 不 及 的 问题 。 不 乏 像 勒 内 * 备 卡 儿 这 样 的 权威 早 在 一 
个 多 世纪 前 已 经 暗示 并 开始 怀疑 ， 没 有 正确 的 证 明 不 能 说 明 数 学 家 们 不 
够 聪明 ， 而 是 这 个 解决 方案 根本 不 存在 。BS] 然 而 ， 到 了 1775 年 这 仍然 是 
一 个 猜测 ， 人 们 更 多 地 是 投入 精力 把 一 个 角 三 等 分 ， 而 没有 人 对 它 的 不 
可 能 性 给 出 证 明 。 

在 法 国 科学 院 颁 布 它们 的 禁令 的 二 十 年 后 ， 一 个 事件 又 重新 点 燃 了 
三 等 分 可 行 的 希望 。1796 年 ，18 岁 的 高 斯 证 明 利 用 圆规 和 直 尺 可 以 构造 
正 17 边 形 。 这 是 一 个 惊人 的 事件 。 高 斯 之 前 的 所 有 人 都 没有 想到 这 一 构 


























造 是 可 能 的 ， 如 果 说 几 个 世纪 以 来 对 正 17 边 形 的 兴趣 没有 三 等 分 大 ， 这 
是 因为 它 看 似 更 加 不 可 能 。 高 斯 惊人 的 发 现 表明 圆规 和 直 尺 隐藏 着 威 
力 。 如 果 正 17 边 形 都 可 以 构造 ， 也 许 某 个 拥有 高 斯 那样 智慧 的 人 会 攻克 
三 等 分 这 一 谜 题 。 

几 十 年 过 去 了 ， 这 个 问题 仍旧 没有 解决 ， 直 到 最 终 由 皮 埃 尔 * 劳 伦 。 
旺 策 尔 〈1814 一 1848) 给 出 最 终 答案 。 旺 策 尔 是 数学 家 、 工 程 师 和 语言 
学 家 ， 他 就 学 于 法 国 巴 黎 综 合理 工学 院 ， 这 是 当时 重要 的 科学 培训 基 
地 。 当 一 个 人 有 如 此 之 多 的 兴趣 的 时 候 就 会 发 生 这 样 的 事情 ， 他 的 注意 
力 分 散 到 各 个 学 科 ， 因 而 没有 留 下 持久 威名 的 巨 作 。 甚 至 在 数学 家 当 
中 ， 也 有 很 多 人 不 知道 皮 埃 尔 * 旺 策 尔 。 

他 名 不 见 经 传 还 要 归 因 于 他 太 短 命 ， 这 又 要 归 因 于 他 无 节制 的 生活 
习惯 。 一 位 同事 回忆 旺 策 尔 时 说 了 下 面 一 段 话 : 

他 通常 夜间 工作 ， 一 直 工 作 到 很 晚 才 躺 下 ;， 然 后 他 看 书 ， 几 个 小 时 
都 不 能 入 睡 ， 于 是 他 滥用 咖啡 和 和 鸦片， 结婚 前 吃饭 没有 规律 。 他 对 上 自己 
的 身体 绝对 上 自信， 身体 素质 非常 好 ， 肆 意 妄 为 的 享乐 给 它 带 来 了 伤害 。 
他 给 那些 哀悼 他 去 世 的 人 们 带 来 悲伤 。 鲁 

旺 策 尔 1837 年 关于 三 等 分 角 的 论文 的 题目 是 “关于 一 个 是 否 能 够 用 
圆规 和 直 尺 解决 的 几何 问题 的 已 知 方法 的 研究 。”B] 对 于 如 此 重要 和 年 
代入 远 的 问题 ， 这 一 成 果 却 仅仅 用 了 七 页 纸 ， 但 是 却 是 非常 重要 的 七 
页 。 他 的 证 明细 节 超 出 了 本 书 的 范围 ， 我 们 在 此 只 提供 一 个 梗概 。 旺 策 
尔 证 明 的 关键 是 把 这 个 纯 几 何 领 域 的 问题 转化 成 一 个 代数 和 算术 领域 的 
问题 。 他 和 希望 确定 哪些 量 可 以 用 圆规 和 直 尺 解决 ， 哪 些 量 不 能 用 圆规 和 
s pu welded ERR 

旺 策 尔 分 析 说 ， 如 果 我 们 能 够 三 等 分 一 般 角 ， 那 么 我 们 肯定 能 够 三 
等 分 60° 角 。 然 后 ， 他 利用 代数 观点 并 引用 少量 三 角 学 知识 ， 证 明了 如 
果 60° 角 可 以 三 等 分 ， 那 么 三 次 方程 闻 -3x-1=0 一 定 有 一 个 可 构造 解 ， 即 
这 个 解 的 长 度 可 以 用 圆规 和 直 尺 构造 出 来 。《〈《 实 际 上 ， 旺 策 尔 所 使 用 的 

NES 

旺 策 尔 在 证 明 下 面 结果 时 充分 显示 了 他 的 聪明 才智 : 如 果 上 面 这 个 
三 次 方程 有 构造 解 ， 那 么 它 也 一 定 有 一 个 有 理 数 解 ， 即 一 定 存在 一 个 有 
理 数 《如 在 第 Q 章 定义 的 ) 满足 这 个 方程 。 于 是 ， 这 个 问题 就 被 转化 成 
研究 是 否 存在 满足 三 次 方程 Y-3x-1=0 的 有 理 数 的 问题 。 

为 了 方便 推理 ， 假 设 存 在 一 个 分 数 c/d 满 足 这 个 方程 。 我 们 可 以 假 
设 这 个 分 数 是 最 小 项 分 数 ， 即 除了 1 和 -1 之 外 ， 它 的 分 子 c 和 分 母 d 没 有 
公 因 子 。 因 为 假设 x=c/d 满 足 这 个 三 次 方程 ， 所 以 我 们 有 





























(c/d)3-3(c/d)-1=0 

两 边 滋 以 由 ， 则 把 这 个 等 式 转 化 成 c - 3cd^-d?-0. 

现在 我 们 用 两 种 方法 重 写 这 个 等 式 。 首先， 观察 3-3cd*=d3， 它 等 
价 于 c(c? - 34”)=d。 显 然 ， 整 数 c 是 左边 的 c(c? - 3d2) 的 因子 ， 因 此 ，c 也 
是 右边 的 等 价 物 必 的 因子 。 但 是 ， 因 为 我 们 假设 c 和 d 没 有 公 因 子 。 
此 ， 如 果 c 能 够 整除 qd， 只 能 是 c=1 或 者 -1。 

返回 到 等 式 c3-3cd? - dq3=0， 用 不 同 的 方式 排列 它 ， 我 们 看 到 
3cd2+d3=c3。 或 等 价 地 写成 d(3cd+d2]=c3。 同 样 ， 显 然 d 是 左边 的 一 个 因 
子 ， 所 以 d 也 一 定 是 右边 的 C 的 一 个 因子 。 因 为 d 和 c 是 没有 公 因 子 的 ， 
这 表明 qd 是 1 或 者 -1。 

概括 起 来 : 如 果 c/d 是 方程 六 -3x-1=0 的 最 小 项 有 理解 ， 那 么 c+t1 或 者 
d=+1。 但 这 样 一 来 ， 分 数 c/d 只 能 是 1 或 者 是 -1。 

因此 ， 我 们 把 研究 局 限于 这 两 个 有 理 数 选项 ， 可 以 一 个 一 个 地 检 
查 。 如 果 x=c/d=1， 我 们 得 到 -3x-1=1-3-1=-3z0， 所 以 c/d=1 不 是 这 个 三 
次 方程 的 解 。 类 似 地 ， 如 果 x=c/d=-1， 我 们 代入 发 现 妈 -3x-1=(-1)3- 
3(-1)-1=-1+3-1=1zx0， 所 以 c/d=-1 同 样 也 不 是 这 个 方程 的 解 。 我 们 知道 ， 
这 些 是 唯一 可 能 的 有 理 数 解 ， 但 二 者 都 不 是 解 ， 因 此 我 们 得 出 结论 ， 这 
个 三 次 方程 没有 有 理 数 解 。 

我 们 到 了 什么 地 方 ? 我 们 只 需 把 这 些 结论 综合 起 来 说 明 三 等 分 的 不 
可 能 性 即 可 。 推 理 的 过 程 如 下 : 

(1) 如 果 我 们 能 够 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 一 般 角 ; 

(2) 那 么 我 们 就 能 够 三 等 分 60° 角 ; 

(3) 所 以 我 们 就 能 够 寻找 到 方程 -3x-1=0 的 一 个 可 构造 解 ; 

(4) 所 以 我 们 就 能 够 寻找 到 方程 -3x-1=0 的 一 个 有 理 数 解 ; 

(5) 而 这 个 有 理解 只 能 是 c/d=1 或 者 c/d=-1。 

但 是 ， 正 如 我 们 检验 过 的 一 样 ， 陈 述 (5) 为 假 ， 因 为 无 论 是 1 还 是 -1 
都 不 是 方程 i-3x-1=0 的 解 。 我 们 得 到 了 一 个 矛盾 。 因 为 陈述 (1) 一 定 能 
出 陈述 (5)， 我 们 得 出 陈述 (1) 不 正确 的 结论 。 总 之 ， 利 用 我 们 的 老 朋 
友 “ 反 证 法 ”， 我 们 已 经 解决 了 这 个 困扰 了 多 少 代 数学 家 的 问题 : 用 圆规 
和 直 尺 三 等 分 一 般 角 是 不 可 能 的 。 

旺 策 尔 的 证 明 肯 定 不 是 一 个 简单 的 推理 ， 没 有 人 期 望 一 个 已 经 争论 
了 20 多 个 世纪 的 问题 能 够 很 简单 。 但 是 它 终结 了 。 他 为 自己 第 一 个 证 明 
了 此 间 题 而 骄傲 地 说 : “对 于 通过 几何 构造 三 等 分 一 般 角 不 可 行 这 个 历 
代 著 名 的 问题 似乎 不 存在 严格 的 证 明 。”t 外 所 以 ， 到 了 1837 年 这 个 问题 
得 到 了 解决 。 

对 严肃 的 数学 家 来 说 ， 结 论 就 是 这 样 的 。 但 是 ， 奇 怪 的 是 ， 许 多 看 














似 严肃 的 人 、 误 入 歧途 的 人 以 及 叫 夸 的 人 还 在 坚持 寻找 三 等 分 的 方法 。 
甚至 到 了 今天 ， 三 等 分 研究 者 仍然 在 忙碌 着 。 他 们 每 个 人 都 称 声 已 经 及 
现 了 奇妙 的 方法 ， 利 用 这 个 方法 可 以 三 等 分 角 ， 从 而 在 某 部 数学 史籍 中 
万 得 一 席 之 地 。 

他 们 都 错 了 。 旺 策 尔 的 证 明 是 最 终结 论 ， 三 等 分 是 无 法 实现 的 。 用 
安 德 伍 德 * 达 德 利 的 话说 ， 你 还 不 如 去 答 试 着 “寻找 两 个 偶数 ， 其 和 等 于 
奇数 。”L 然 而 ， 忠 实 的 三 等 分 研究 者 们 不 会 轻易 相信 。 正 如 罗伯特 亚 
特 斯 评论 的 那样 : “这 种 奇异 疾病 的 病 范 一 旦 侵入 大 脑 ， 如 采 不 能 正确 
地 立即 使 用 抗 画 剂 ， 那 么 受害 者 驶 开始 进入 从 一 个 逻辑 暴行 到 另 一 个 逻 
辑 暴行 的 收 恶 之 圈套 。?| 

这 样 的 行为 有 一 个 解释 ， 就 是 没有 理解 不 可 能 这 个 词汇 。 对 于 有 些 
人 来 说 ， 不 可 能 听 起 来 与 其 说 是 一 种 结论 ， 不 如 说 是 一 种 挑战 。 毕 竟 ， 
人 类 曾 一 度 认 为 诸如 飞行 、 以 桥 于 金门 海峡 、 登 月 之 类 的 事情 都 是 不 可 
能 的 。 但 是 ， 这 些 不 可 能 的 挑战 都 成 功 了 。 我 们 当中 有 谁 没 昕 到 过 这 样 
雏 销 有 力 的 口号 :“ 在 美国 ， 没 有 什么 不 可 能 ! ”不 要 和 起 记 这 样 场合 下 的 
讲演 者 通常 都 是 政治 家 或 者 目 助 书 的 作家 。 

数学 家 了 解 得 更 深刻 。 正 如 我 在 第 J 章 中 所 说 的 那样 ， 数 学 家 们 能 
够 切切 实 实 地 证 明 人 否定 的 结果 。 在 这 种 情况 下 ， 不 可 能 就 真正 意味 着 不 
可 能 。 

所 以 ， 我 们 应 该 劝告 那些 继续 寻找 三 等 分 这 一 圣杯 的 人 们 ， 在 1837 
年 PL. 旺 策 尔 已 经 证 明了 如 果 能 够 三 等 分 角 ， 那 么 就 能 够 为 没有 有 理 数 
解 的 方程 找到 有 理 数 解 。 后 者 的 逻辑 不 可 能 表明 前 者 也 是 逻辑 不 可 能 


的 。 
用 圆规 和 直 尺 三 等 分 一 般 角 确实 是 不 可 能 的 。 和 案子 终结 。 
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数学 有 用 。 
从 经 验 老 道 的 数学 研究 人 员 到 数学 恕 惧 症 患者 都 知道 数学 在 现实 世 
界 中 有 广泛 的 应 用 ， 但 他 们 却 很 难 对 此 给 出 更 老 套 的 陈述 。 年 复 一 年 ， 





这 些 意 识 通 闻 充 满 痢 大量 的 数学 课程 ， 并 把 大 量 的 教科 书 卖 给 以 数学 为 
不 可 或 缺 的 工具 的 人 们 。 工 程 学 、 建 筑 学 、 物 理学 、 经 济 学 、 天 文学 以 
及 其 他 数 不 清 的 专业 的 学 生 们 被 告知 ， 他 们 必须 获得 数学 知识 才能 在 他 
人 
论 。 

这 样 老 套 的 评论 折射 出 一 个 非常 敏感 的 哲学 问题 : 为 什么 数学 如 此 
好 地 承担 着 实用 的 角色 呢 ? 毕竟 ， 纯 数学 是 一 个 抽象 的 思想 网 络 ， 是 一 
个 内 在 统一 和 逻辑 完美 的 思想 体系 ， 但 是 ， 这 仍然 只 是 思想 。 逻 辑 一 致 
性 本 喘 不 能 够 保证 它 有 用 。 例 如 ， 克 里 比 奇 脾 游戏 的 规则 是 逻辑 一 致 
的 ， 但 是 它 对 月 腕 轨道 不 能 给 出 见解 。 

我 们 再 说 第 G 章 描述 的 欧 儿 里 得 几何 。 坚 无 疑问 它 古 由 公设 出 发 进 
行 完美 推理 的 极 好 例子 ， 但 是 ， 这 并 不 意味 大 欧 几 里 得 几何 的 命题 描述 
了 罕 越 街区 的 空地 的 几何 。 但 是 ， 有 一 张 纸 和 一 些 欧 儿 里 得 几何 知识 ， 
我 们 就 可 以 坐 在 家 里 计算 空地 的 长 度 和 面积 ， 户 外 的 实际 测量 将 验证 这 
些 计算 正确 。 没 有 必要 真 的 走出 去 ; 数学 的 抽象 产生 如 此 精确 的 结 
超出 了 空地 本 身 的 实际 需要 。 

然而 ， 欧 儿 里 得 几何 描述 的 不 是 空地 ， 也 不 是 物理 对 象 。 它 描述 的 
FEMA. BRE EAS? 为 什么 通常 数学 家 们 认为 开尔文 伯 顺 把 它 
描述 成 “常识 的 精微 化 ”中 是 正确 的 呢 ? 

如 人 们 御 说 的 那样 ， 目 然 服 从 数学 法 则 吗 ? 如 果 服 从 则 表明 ， 在 菏 
种 程度 上 ， 外 部 世界 受到 数学 原理 的 制约 。 还 是 说 目 然 和 数学 展示 出 一 
MEAT, MOSER EAT AAA? 数学 因 其 整洁 的 特性 是 描述 世界 内 
在 秩序 的 最 完美 的 语言 ， 这 只 是 偶然 的 吗 ? 也 许 正 好 是 数学 无 形 的 节 委 
和 结构 与 现实 的 无 形 节 礁 和 结构 相 吻合 ， 虽 然 它 们 之 间 互 不 约束 。 

在 这 些 哲 学 论点 之 外 ， 还 应 该 注意 一 个 平凡 的 事实 : 很 多 自然 现象 
与 数学 解决 方 末 相抵 触 。 有 时候 数学 家 们 无 法 胜任 这 样 的 任务 。 这 就 古 
腓 特 烈 大 帝 的 观点 ，1778 年 他 写 信 给 伏 尔 泰 次 :“ 贡 国人 以 牛顿 给 出 的 
最 好 船 为 样本 制造 了 船只 ， 但 他 们 的 舰队 司令 明确 地 对 我 说， 这 些 船 只 
人 全 都 无 用 ， 几 何 无 
ee 

我 们 得 承认 没有 哪个 数学 模型 能 够 完美 地 预测 天 气 。 一 个 “完美 ?的 
天 气 预测 方程 也 许 要 考虑 在 如 风速 、 气 压 和 日 照 量 等 相互 影响 的 变数 之 
下 的 骏 雪 ， 而 这 种 复杂 上 度 超出 了 数学 所 能 够 控制 的 范围 。 这 并 不 是 说 我 
们 应 该 放弃 。 天 气 预 测 不 断 地 得 到 改善 ， 描 述 它 的 数学 模型 越 来 越 精 
妙 。 但 是 ， 没 有 哪个 模型 能 够 精确 地 了 预测， 例如， 二 月 期 间 落 在 迪 比 殉 
市 政 厅 屋 项 上 的 雨滴 的 精确 数量 是 无 法 预测 的 。 这 样 的 精确 超出 了 我 们 
的 能 力 范 围 。 当 然 ， 二 月 份 落 在 那个 屋顶 上 的 雨 满 有 确切 的 数值 ， 而 数 























学 家 们 的 能 力 不 足 ， 不 能 阻止 下 雨 。 用 奥 古 斯 ]* 弗 雷 内 尔 僚 锐 的 话 
Vi: “分 析 的 困难 不 能 阻碍 自然 。?6] 

在 下 面 的 内 容 中 ， 我 们 尝试 着 避 开 阻碍 。 我 们 的 目标 是 从 不 计 其 数 
的 数学 应 用 中 选 出 两 个 应 用 ， 它 们 既 简 单 又 能 揭示 出 我 们 所 生活 的 世界 
的 某 些 有 意义 的 东西 。 第 一 个 是 应 用 数学 来 测量 空间 ， 第 二 个 是 应 用 数 
学 来 测量 时 间 。 

考虑 这 样 的 情形 : 我 们 站 在 河 尾 ， 正 对 着 河 对 面 的 一 棵 高 大 的 冬青 
树 。 遗 憾 的 是 ， 我 们 不 会 游泳 ， 而 且 还 有 构 高 症 。 在 这 样 一 些 限制 之 
下 ， 我 们 如 何 求 得 这 棵 树 的 高 度 呢 ? 

答案 就 在 三 角 学 (trigonometry) 中 ， 这 是 一 个 古老 且 非 常 有 用 的 数学 
分 文 。 它 的 名 字 揭 示 出 了 它 的 内 容 : tri (=) gon GA) metry (M 
量 ) ， 即 三 边 ( 三 角形 〉 的 测量 。 更 精确 地 说 ， 三 角 学 利用 直角 三 角形 
的 相似 性 质 。 

考虑 图 U-1 中 的 直角 三 角形 。 每 个 三 角形 都 是 包含 一 个 40°? 角 的 直角 
三 角形 ， 所 以 每 个 三 角形 的 另 一 个 角 都 是 180?-90"-40?*=50"。 因 为 这 些 
三 角形 有 相等 的 角 ， 所 以 它们 是 相似 的 ， 因 此 它们 的 对 应 边 成 比例 。 例 
如 ， 在 左边 的 三 角形 与 右边 的 三 角形 中 ，40° 角 的 对 边 与 40° 角 的 邻 边 的 
比 是 相同 的 。 用 符号 表示 就 是 : 














所 以 ， 如 果 我 们 知道 q=83.91,6=100,c=55， 那 么 我 们 代入 这 些 数值 并 交 
又 相 乘 就 可 以 求 得 未 知 边 : 


83.91 55 À es 
M. = 2° — 83.91d = 5500 —^ d = ——— = 65.55 
100 d 83.91 


利用 比例 性 质 和 三 个 边 的 知识 ， 就 可 以 确定 出 第 四 条 边 。 


图 U-1 








上 面 的 计算 表明 需要 一 对 直角 三 角形 ， 但 是 没有 理由 要 求 它 们 必须 
同时 都 是 这 个 问题 的 一 部 分 。 即 如 果 只 给 定 图 U-2 的 直角 三 角形 ， 那 么 
我 们 能 够 求 得 d 吗 ? 

答案 当然 是 “能 够 >， 因 为 我 们 能 够 很 容易 地 想象 另 一 个 有 一 个 角 是 
40° 的 直角 三 角形 ， 从 而 可 以 用 纯 数学 的 方式 确定 未 知 比例 。 采 用 这 样 
的 观点 ， 三 角 学 家 定义 了 直角 三 角形 的 一 个 角 a 的 正切 为 这 个 角 的 对 边 
与 邻 边 的 比 ， 记 为 tanaq。 在 图 U-3 中 ， 


对 边 a 


tan a= =; = - 
WA b 





和 


tan «a = T 


b 


图 U-3 


不 用 借助 于 实际 三 角形 的 测量 就 可 以 计算 出 这 个 值 。 和 希腊 数学 家 丢 
番 图 和 托 勒 密 在 2000 年 前 就 这 样 做 了 ， 后 来 通过 印度 和 阿拉 伯 数 学 家 的 
工作 生成 了 三 角 函数 表 ， 给 出 任意 角 a 的 tan a 值 。 这 些 发 现 已 经 进入 现 
代 的 计算 器 ， 轻 轻 融 几 下 键盘 就 可 以 得 出 tan 40°=0.8390996 . 

回 到 图 U-2 的 三 角形 ， 我 们 利用 三 角 学 推理 得 : 





tan 40? = ak + 0.839 099 6 
因此 0.839 099 6d=55， 于 是 d=55/0.839 099 6=65.546， 这 就 是 上 面 得 到 


的 答案 。 

这 里 ， 重 要 的 是 ， 数 学 家 能 够 计算 出 理想 的 直角 三 角形 的 正切 值 ， 
并 在 解决 实际 问题 时 把 这 个 理想 的 三 角形 作为 一 对 相似 三 角形 中 的 一 
个 。 这 正 是 我 们 求 河 对 与 这 株 树 的 高 度 要 做 的 。 

第 一 个 目标 是 确定 这 条 河 的 宽 。 沿 着 河岸 走 一 段 距离 ， 比 如 说 是 
100 英 尺 ， 然 后 再 测 得 从 我 们 到 达 的 新 位 置 到 这 个 标 树 的 角度 。 假 设 这 
个 角 是 58"。 图 U-4 给 出 了 这 个 构造 图 。 在 直角 三 角形 AABC 中 ， 这 条 河 
的 宽度 是 未 知 长 度 b， 边 BC 的 长 度 是 100〈 沿 河 兰 仔 细 训 量 的 距离 ) ， 





+4 b 
tan 58° = 对 这 一- 


而 且 已 知 /ABC 的 大 小 是 58*。 因 此 邻 边 100 
交叉 相 乘 给 出 b=100xtan 58°=100x1.600=160.0 英 尺 ， 其 中 tan 58。 的 数值 








可 以 由 计算 器 来 完成 。 这 就 是 这 条 河 的 宽度 。 
项 视图 





但 是 ， 我 们 还 没有 完成 任务 ， 因 为 树 的 高 度 还 不 知道 。 我 们 可 以 简 
单 地 走 回 到 冬青 树 的 正 对 尾 ， 并 测量 到 树 顶 的 角度 。 假 设 这 个 角度 是 
30°?。 我 们 还 是 生成 一 个 直角 三 角形 ， 这 是 如 图 U-5 所 示 的 垂直 于 地 面 的 
直角 三 角形 。 这 个 三 角形 的 底 是 河 宽 ， 即 前 面 给 出 的 160 现 尺 ;这 标 树 
的 高 度 是 未 知 数 x 角 度 是 30"。 再 次 引用 正切 比率 ， 我 们 求 得 
。 BÀ c 
tan 30 AU 160 

所 以 有 

x=160xtan 3092160x0.577 35=92.4 (英尺 ) 
我 们 不 用 离开 地 面 或 者 弄 湿 我 们 的 脚 束 可 以 求 得 这 棵 树 的 高 度 。 尽 
是 相当 简单 的 应 用 ， 它 却 展示 了 无 可 否认 的 力量 。 
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当然 ， 持 有 不 同意 见 的 人 可 能 认为 没有 必要 像 前 面 那样 做 。 毕 竟 ， 
我 们 可 以 找 一 条 船 ， 划 过 这 条 河 ， 砍 倒 这 棵 树 ， 然 后 测量 它 的 高 度 。 不 
是 只 有 通过 三 角 学 的 知识 才能 求解 ， 通 过 其 他 方法 就 不 可 能 求解 了 。 

为 了 削弱 这 种 不 在 乎 的 观点 ， 我 们 给 出 三 角 学 应 用 的 一 个 更 生动 的 
例子 。 这 要 求 我 们 回 到 1852 年 ， 回 到 印度 测绘 局 长 办 公 室 ， 在 这 里 大 家 
正 使 用 野心 勃勃 的 英国 测量 队 的 喜 玛 拉 雅 山脉 三 角 测 量 数据 计算 那些 遥 
远 山 峰 的 高 度 。 

获取 这 些 信息 非常 复杂 。 首 先 ， 存 在 很 多 比例 问题 。 与 河 对 岸 的 树 
不 同 ， 喜 马 拉 雅 山脉 与 测绘 员 相 隔 一 百 英 里 之 远 。 在 那样 的 一 个 距离 ， 
你 必须 考虑 大 气 的 失真 和 地 球 的 曲率 。 政 治 纷争 使 得 测绘 队 无 法 进入 以 
喜马拉雅 山 群 峰 为 边界 的 尼 伯 尔 和 中 国 西藏 。 就 是 因为 它们 如 此 巨大 ， 
从 印度 山脚 下 根本 无 法 看 到 这 些 山 顶 ， 从 地 平 线 上 看 不 到 更 小 的 山脉 。 

尽管 有 如 此 多 的 困难 ， 但 是 工作 要 继续 。 在 查阅 了 大 量 的 山峰 资料 
之 后 ， 在 测绘 局 长 办 公 室 里 职员 们 对 这 些 数据 进行 了 分 析 。 就 在 那里 ， 
根据 登山 运动 的 知识 ， 孟 加 拉 主 机 (这 是 一 个 人 ， 而 不 是 一 台 机 器 ) 在 
兴奋 地 对 外 宣布 他 在 发 现 地 球 上 最 高 的 山峰 之 前 一 过 又 一 过 核实 了 他 的 
DW d 

这 次 测量 只 把 它 标注 为 山峰 XV。 事 实 上 ， 它 看 上 去 不 是 地 平 线 上 
的 最 高 峰 ， 而 这 是 因为 它 的 距离 要 远 得 多 〈 它 的 距离 就 如 上 面 例子 中 的 
河 宽 ， 是 可 以 根据 三 角 数 据 计 算 的 ) 。 山 峰 XV 的 高 度 大 约 为 29 0003 
尺 ， 或 者 海拔 5.5 英 里 。 它 的 顶峰 高 欠 入 云 。 通 过 比较 ， 欧 洲 第 一 高 峰 
勃 朗 峰 的 高 度 要 比 它 低 大 约 2.5 英 里 。 

英国 人 把 这 座 山 峰 以 它们 自己 的 一 个 名 字 命 名 : Trin be DEL 
峰 。 这 是 殖民 地 国家 的 一 贯 做 法 ， 乔 治 是 这 一 三 角 测 绘 的 前 领导 人 。 当 
然 ， 这 座 巨 峰 的 存在 对 居住 在 其 山脚 下 的 人 们 来 说 不 是 秘密 。 居 住 在 北 

















边 的 西藏 人 很 久 以 来 一 直 称 它 为 珠 移 天 玛 峰 ， 意 思 是 “世界 圣母 峰 "”， 住 
在 其 南边 的 夏 尔 巴 人 把 它 称 为 天 空 之 神 ， 意 思 是 “宇宙 之 母亲 ”。 然 而 ， 
这 一 世界 最 高 峰 却 以 埃 佛 勒 斯 峰 (Mt. Everesb 的 名 字 而 闻名 于 世 。 如 果 
说 这 个 名 字 多 少 还 有 些 英 帝国 主义 的 味道 ， 那 么 至 少 我 们 可 以 说 名 

字 “Everest" 给 人 一 种 威武 雄壮 昂首 天 外 的 感觉 ， 很 适合 这 一 神奇 的 大 自 
然 。 如 果 这 次 测量 的 指挥 者 名 字 是 乔治 * 特 威 利 格 ， 那 么 这 一 效应 也 许 
会 大 大 减弱 。 

当然 ， 上 面 的 描述 的 重点 ， 是 这 座 山 的 高 度 是 在 1852 年 利用 三 角 学 
得 到 的 。 这 一 时 间 是 丹 增 "诺尔 盖 和 埃 德 蒙 * 希 拉 里 1953 年 5 月 未 人 类 第 一 
次 登 上 珠 峰 的 大 约 一 个 世纪 之 前 。 扑 这 一 山峰 需要 缘 包 、 冰 人 答 和 非 几 的 
勇气 ， 而 确定 它 的 高 度 只 需要 三 角 学 。 

如 果 这 个 寻常 的 例子 揭示 了 数学 的 实用 性 ， 那 么 我 们 再 举 一 个 更 不 
平凡 的 例子 。 人 类 采用 与 测量 冬青 树 及 珠穆朗玛 峰 相 同 的 方法 去 测量 远 
的 无 法 想象 的 距离 ， 如 月 亮 、 太 阳 和 行星 。 

这 个 故事 至 少 要 回溯 到 希腊 和 伊斯兰 学 者 ， 他 们 对 太阳 距离 和 月 球 
距离 的 估 测 是 基于 对 日 蚀 的 裸眼 观测 和 三 角 学 知识 的 。 例 如 ， 大 约 公 
元 850 年 ， 天 文学 家 艾 哈 迈 德 * 法 尔 甘 尼 计 算 了 从 地 球 到 太阳 的 平均 距离 
大 约 是 地 球 半 径 的 1170 倍 。 这 是 一 个 大 致 的 估 测 ， 因 为 它 使 得 我 们 与 太 
了 昌之 间 的 距离 缩短 了 500 万 英里 ， 如 果真 是 这 样 的 话 ， 那 么 这 是 一 个 我 
们 的 星球 会 被 烧 成 灰 炬 的 距离 。 然 而 这 是 一 个 开始 。 叶 ] 

随 着 17 世 纪 望 远 镜 的 出 现 ， 更 精确 的 观测 成 为 可 能 。 在 从 地 球 延 伸 
到 太阳 的 三 角形 计算 中 ， 这 些 观测 是 必须 的 ， 因 为 测量 上 的 微小 误差 将 
导致 的 不 是 几 英 尺 的 误差 (如 冬青 树 的 观察 )， 而 是 千 百 万 英里 的 误 
差 。 对 精确 度 的 这 种 要 求 已 经 逼近 当时 仪器 的 极限 范围 。 尽 管 有 这 样 的 
挑战 ， 但 是 ， 到 了 17 世 纪 末 ， 讲 万 尼 * 卡 西 尼 (1625 一 1712) 计 算 了 地 球 与 
太阳 的 距离 大 约 是 地 球 半 径 的 22 000 倍 。[6 这 个 数据 转化 过 来 就 是 大 约 
87 000 000 英 里 (非常 接近 当前 认可 的 93 000 000 英 里 ) 。 这 是 解决 了 看 
似 不 太 可 能 的 地 球 外 问题 的 一 个 非常 了 不 起 的 例子 。 

如 科学 中 常 有 的 事情 一 样 ， 一 个 问题 的 解决 常常 使 男 一 个 问题 的 解 
决 成 为 可 能 。 在 上 面 的 案例 中 ， 知 道 了 太阳 的 距离 带 来 了 对 光速 的 第 一 
n 这 是 整个 物理 学 中 最 有 意义 的 常量 之 一 。 下 面 讲 述 它 是 如 何 实 
现 do 
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四 颗 月 亮 。 随 后 ， 天 文学 家 们 记录 了 这 些 遥 远 卫星 的 运动 ， 因 而 到 了 17 
世纪 70 年 代 卡 西 尼 已 经 制作 出 精确 的 表格 ， 给 出 最 里 侧 的 月 亮 Io 可 能 消 
拓 在 这 颗 大 行星 后 面 的 次 数 ， Io 的 这 些 月 蚀 每 隔 42 小 时 27 分 钟 发 生 一 
次 。 


















































但 是 ， 人 们 观察 到 了 一 个 意外 的 现象 。 当 地 球 和 木星 彼此 分 别 位 于 
太阳 的 两 人 出 (如 图 U-6 所 示 〉 时，Io 恰 在 木星 的 后 面 ， 消 失 得 总 比 预 测 
的 上 晚 一 些 ， 而 当 这 两 甘 行 星 位 于 太阳 同 侧 的 一 条 直线 上 (同样 如 图 U-6 
所 示 〉 时 ， 它 消失 得 总 比 预 测 的 早 一 些 。 在 Io 绕 木星 的 运动 中 ， 似 乎 存 
在 无 法 说 明 的 无 规律 性 。 











注意 到 这 种 延迟 的 人 是 卡 西 尼 的 助手 奥 利 * 罗 默 (1644—1710). ftti 
奇怪 当 这 些 行 星相 距 最 远 时 月 蚀 变 得 缓慢 ， 而 当 它 们 靠近 时 月 蚀 又 逐渐 
加 快 ， 这 说 明了 什么 昵 ? 当然 ， 有 一 个 解释 是 To 以 变速 绕 木 星 旋转 ， 当 
地 球 靠近 时 ， 速 度 变 快 ， 而 当地 球 远离 时 ， 速 度 变 慢 。 遗 憾 的 是 ， 这 违 
反 物 理 定律 ， 而 且 ， 不 管 怎样 ， 木 星 的 月 亮 与 地 球 的 行踪 有 什么 相干 
呢 ? 

罗 默 认可 的 一 种 比较 简单 的 解释 是 Io 以 不 变 的 速度 运动 ， 但 是 当 它 
不 得 不 移 问 更 远 的 地 方 时 ， 它 的 光 要 花 更 长 的 时 间 到 达 我 们 这 里 。 表 面 
的 延迟 不 是 由 于 在 木星 邻近 过 程 中 发 生 了 什么 事情 所 引起 的 ， 而 是 由 于 
光 穿 越 我 们 的 轨道 到 达 地 球 花 费 了 额外 的 时 间 所 引起 的 。 

当然 ， 人 们 知道 声音 从 一 点 传 到 另外 一 点 是 要 花 一 些 时 间 的 ， 这 与 
在 遥远 的 闪电 之 后 ， 我 们 才 听 到 那 迟 到 的 雷 声 时 很 容易 观察 到 的 现象 一 
样 。 但 是 ， 人 们 普遍 认为 光 是 瞬间 传播 的 ， 因 此 在 一 个 地 方 发 生 的 事情 
会 立即 被 另外 一 个 地 方 看 到 。 像 古典 时 期 的 亚 里 斯 多 德 和 17 世 纪 初 期 的 
笛 卡 儿 这 样 的 权威 都 是 这 样 认 为 的 。 但 是 ， 罗 默 对 木星 的 月 亮 的 这 种 速 
度 减 慢 和 加 快 的 解释 与 人 们 对 雷 声 延 迟 的 解释 完全 一 样 ， 而 重要 的 差异 
是 ， 现 在 是 光 从 一 个 地 方 到 达 另 一 个 地 方 需要 花费 时 间 。 

罗 默 自己 对 确定 光 的 实际 速度 没有 太 大 的 兴趣 ， 他 感 兴趣 的 是 证 明 
光 的 传播 不 是 瞬间 的 。 中 但是， 我 们 可 以 利用 罗 默 的 数据 生成 这 个 速度 
的 *17 世 纪 ” 估 测 。 观 察 表 明 ， 当 地 球 从 距离 木星 的 最 近 点 移动 到 它 的 最 


























远 点 时 ，Io 的 月 蚀 延 后 了 22 分 钟 。 罗 默 把 这 技 失 的 22 分 钟 归 因 于 光 穿 越 
地 球 轨道 直径 所 必需 的 时 间 ， 即 从 图 U-6 中 的 点 A 到 点 B 所 需要 的 时 间 。 
因此 ， 光 利用 了 这 个 时 间 的 一 半 也 就 是 11 分 钟 穿越 了 从 地 球 到 太阳 的 这 
段 距 离 。 如 果 我 们 使 用 卡 西 尼 对 这 上 段 距离 的 估 测 值 87 000 000 英 里 ， 那 
么 我 们 得 出 光 每 分 钟 传播 大 约 87 000 000/11=7 910 000 英 里 ， 或 者 7 910 
000/60=132 000 现 里 / 秒 的 结论 。 

这 是 一 个 惊人 的 速度 。 克 里 斯 带 安 . 惠 更 斯 惊叹 到 :“ 我 带 着 非常 走 
悦 的 心情 了 解 到 由 罗 默 先生 做 出 的 美妙 发 现 ， 说 明 来 自 光源 的 光 在 传播 
中 需要 时 间 ， 甚 至 测量 出 了 这 个 时 间 。 这 是 一 个 非常 重要 的 发 现 。”L8] 
这 一 时 期 的 另 一 位 天 文学 家 也 惊讶 地 评论 道 : “我 们 会 因 这 个 距离 的 巨 
大 和 光 运 动 之 快速 而 感到 恐怖 。?” 吕 | 

事实 证 明 ， 这 个 速度 还 是 低 了 。 地 球 轨 道 半 径 被 低估 了 足 足 6 000 
000 英 里 ， 而 光 穿 越 它 所 需要 的 时 间 也 被 高 估 了 很 多 分 钟 。 事 实 上 ， 光 
穿越 这 段 距离 花费 的 时 间 是 16.5 分 钟 多 一 点 ， 而 不 是 罗 默 估 测 的 22 分 
钟 。 现 在 ， 光 的 速率 取 作 每 秒 186 28295 HE. 

所 以 ， 在 测量 跨越 空间 的 巨大 距离 时 数学 的 确 显 示 出 它 的 实用 性 。 
但 是 ， 本 章 的 另 一 个 例子 也 同样 非常 引 人 注 目 : 利用 数学 去 推测 穿越 时 
空 的 巨大 距 度 。 

多 少 个 世纪 以 来 ， 当 我 们 挖掘 出 石油 层 或 者 岩石 层 时 ， 学 者 们 追 济 
过 去 ， 通 过 简单 的 观测 来 推测 史前 物品 的 相对 年 代 。 这 是 很 容易 的 。 但 
是 ， 一 个 被 挖掘 出 来 的 鹿角 ， 一 件 埃及 人 的 右 尸 布 ， 一 块 来 自 于 窗 洞 的 
烧 焦 了 的 木 凑 ， 它 们 的 绝对 年 代 是 什么 呢 ? 考古 学 家 如 何 期 望 能 够 确定 
这 些 物 品 从 出 现 以 来 已 经 是 十 年 、 一 百年 或 甚至 是 一 千年 了 呢 ? mif 
的 信息 似乎 不 可 知 并 永远 丢失 了 。 

但 事实 并 非 如 此 。 科 学 最 深刻 的 属性 之 一 就 是 它 的 不 懈 的 探索 ， 即 
使 面 对 着 绝望 的 境地 。 用 托马斯 :布朗 钱 士 一 段 风 趣 的 话说 ,，“ 塞 任 女 妖 
唱 的 什么 歌 ， 阿 喀 琉 斯 用 的 是 什么 名 字 混 在 女人 堆 里 ， 这 些 问 题 都 令 人 
费解 ， 尽 管 如 此 ， 它 们 却 并 非 琢 磨 不 透 。?110] 

正 是 有 了 这 种 精神 ， 化 学 家 威 拉 德 利 比 和 他 的 助手 在 第 二 次 世界 
大 战 爆发 后 的 几 年 间 做 出 了 放射 性 碳 测 年 法 的 重大 发 现 。 因 为 这 项 成 
果 ，1960 年 利 比 获得 了 诺 贝 尔 化 学 奖 ， 也 因为 揭示 了 古代 取 火 及 史前 骨 
骼 的 秘密 而 得 到 了 充分 的 认可 。 利 比 发 现 的 ， 是 那些 古老 的 骨头 或 木头 
分 片 的 确 是 微小 而 精确 的 时 钟 。 而 破译 其 中 隐藏 着 的 信息 需要 了 解 碳 的 
化 学 性 质 和 自然 对 数 的 数学 性 质 。 

首先 看 一 下 化 学 。 碳 存在 着 三 种 类 型 。 其 中 的 两 种 在 地 球 上 含量 丰 
富 而 且 比 较 稳 定 ， 分 别 被 称 为 碳 12 和 碳 13; 而 第 三 种 比较 稀有 且 不 稳 
定 ， 是 丰 14， 这 是 一 种 放射 性 同位 素 ， 半 衰 期 是 5568 年 。 半 衰 期 是 一 个 



































术语 ， 有 具有 简单 的 含义 : 经 过 co6g 年 ， 原来 碟 14 的 质量 的 一 半 将 由 于 放 
财 性 隧 变 而 失去 。 因 此 ,今天 质量 为 1 磅 的 碳 14 在 不 受 干扰 的 情况 下 从 
现在 开始 5568 年 之 后 将 降低 到 半 人 磅 ， 从 那 时 开始 再 过 5568 年 再 降低 到 四 
分 之 一 磅 。 

左 14 来 源 于 高 层 大 气 的 宇宙 辐射 ， 在 那里 碳 14 与 氧 反 应 生成 放射 性 
二 氧化 而 。 最 终 放射 性 二 氧化 矶 沉积 到 地 球 表 面 成 为 所 有 生物 赖 以 生存 
的 碳 混合 物 的 一 部 分 。 利 比 直截了当 地 指出 : “因为 植物 的 生存 依赖 于 
二 氧化 碳 ， 所 以 所 有 植物 都 是 放射 性 的 ;因为 地 球 上 所 有 动物 的 生存 都 
依赖 于 植物 ， 所 以 所 有 动物 也 是 放射 性 的 。”0 因 此 ， 放 射 性 碳 就 存在 
于 你 用 作 午 餐 的 明 蓝 卜 之 中 ， 存 在 于 你 花园 里 的 牵 牛 从 里 ， 存 在 于 你 的 
Se ee HH ERECTUS 
H 小心 。 

利用 高 深 的 化 学 ， 可 以 确定 活体 组 织 中 放射 性 碳 和 非 放射 性 碳 的 比 
例 ， 从 而 合理 地 假定 过 去 的 动物 和 植物 体内 也 有 类 似 的 比例 。 因 为 有 机 
体 从 事 着 生命 活动 ， 因 此 它们 不 断 地 从 食物 链 中 补充 丢失 的 碳 14， 以 此 
来 维持 其 比例 达到 相当 持久 的 平衡 。 

但 是 ， 在 庞大 的 动物 死去 或 树木 倒 下 之 际 ， 它 补充 矶 的 日 子 束 结束 
了 。 此 时 ， 它 体内 组 织 中 的 碳 将 永远 就 是 这 些 。 随 着 年 代 的 流逝 ， 非 放 
射 性 碳 保 持 不 变 ， 而 碳 14 进 行 它 的 放射 性 衰变 ， 其 意思 就 是 说 ， 它 逐渐 
消失 。 放 射 性 夏 和 非 放 射 性 碳 之 间 的 相对 比例 因此 会 随 痢 时间 的 流逝 减 
小 。 就 如 一 全 失调 的 老 钟 一 样 ， 放 射 性 的 释放 成 比例 地 减 慑 。 碳 14 的 这 
种 衰变 是 从 有 机 体 的 死亡 开始 的 ， 一 直 持续 到 这 些 老 骨头 或 木 制 物品 被 
从 地 里 挖 出 来 的 那 一 天 为 止 。 

使 用 特殊 的 仪器 ， 化 学 家 能 够 确定 物品 中 碳 14 的 当前 放射 量 ， 生 命 
离开 的 越 远 ， 放 射 性 的 量 就 越 少 。 因 为 我 们 知道 兢 14 豆 变 的 速率 ， 我 们 
就 能 够 在 一 定 的 精度 范围 计算 出 这 一 物品 已 经 花费 了 多 长 时 间 到 达 目 前 
这 一 减少 了 的 放射 水 平 。 当 然 ， 这 就 是 这 块 骨头 或 木头 不 再 是 生物 体 的 
一 部 分 时 开始 的 精确 的 时 间 长 度 ， 再 简洁 点 说 ， 这 束 是 这 个 物品 的 年 
DUCATUR CESSIT UPS LATIS COELI IURIS HU 
贝尔 奖 。 

但 是 ， 如 科学 中 常 有 的 事情 一 样 ， 整 理 最 终 的 细节 需要 数学 。 对 放 
射 性 碳 测 年 法 来 说 ， 重 要 的 方程 是 
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As = G0.693t/5568 
其 中 ，A, 是 这 件 物品 当前 的 放射 水 平 ，A。 是 同一 物品 活着 时 的 放射 水 


























平 ， 而 t 是 自 它 死亡 以 来 经 过 的 时 间 。 注 意 ， 构 在 方程 里 的 是 左 14 的 
5568 年 的 半 隧 期 。 还 要 注意 的 是 ， 数 e 以 主角 的 映 份 义 出 现在 我 们 的 面 
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下 面 的 例子 与 利 比 自己 考虑 的 例子 类 似 ， 它 具体 说 明 其 中 所 涉及 的 
数学 。02 假 设 考古 学 家 从 古 埃及 法 老 的 殡葬 船上 挖掘 出 来 一 块 木头 。 
我 们 假设 制 成 这 块 木 尖 的 树 大 约 就 是 在 法 老死 去 的 时 候 砍 倒 的 。 化 学 家 
在 实验 室 分 析 这 英 木头 ， 确 定 它 当 前 的 放射 水 平 是 每 分 钟 每 元 兢 分 解 
As=9.7。 与 之 相 比较 ， 新 砍 倒 的 同 品种 树 产生 每 分 钟 每 元 碳 Au=15.3 的 放 
射 分 解 。 目 标 是 计算 +， 即 这 块 木头 的 年 龄 。 

把 4. 和 Au 代入 方程 中 得 到 : 





15.3 


9.7 e0.693t/5568 
AE SCE HE FE Bll 9.7 e9-69305568=15 3, ALL A e0.69505568-15 3/9,.7=1.577. 
现在 ， 我 们 的 目标 是 确定 指数 中 未 知 的 tk 首先， 我们 在 这 个 方程 
两 边 取 自然 对 数 : 
In(e09955/5568)-In 1.577 
引用 第 N 章 的 内 容 ， 我 们 有 x=lIn(e*)。 因 此 ， 我 们 得 到 


0.693t 
56a ^ 0.456 


H, In 1.577 的 值 可 以 用 计算 器 计算 得 到 。 因 此 有 


954 
0.693t = 5568 x 0.456 = 2539.0 — t = icis 3663.8{ 年 } 


3664 年 前 。 当 然 这 一 估 测 的 精度 值得 怀疑 ， 从 放射 水 平 的 不 精确 确定 ， 
到 样本 的 受 污 染 状 况 ， 每 一 件 事 都 会 不 同 程度 地 影响 我 们 的 结果 。 然 
而 ， 如 果 我 们 断定 法 老大 约 死 于 3700 年 前 ， 那 么 我 们 也 许 就 站 得 住 脚 
了 。 拥 有 了 木头 日 志 与 数学 日 志 的 知识 ， 我 们 已 经 让 一 件 不 能 说 话 的 物 
人 
和 大门。 
无 论 是 测量 珠穆朗玛 峰 的 高 度 ， 还 是 测量 光速 ， 还 是 测量 法 老 的 遗 




















物 ， 数 学 已 经 罕 过 层 层 括 云 证 实 了 它 上 自己 的 用 途 。 葛 里 斯 * 死 莱 因 更 上 断 
言 到 : “数学 的 首要 价值 不 在 于 这 门 学 科 本 里 提供 了 如 此 之 多 的 东西 ， 
而 在 于 它 能 够 帮助 人 类 实现 对 物质 世界 的 认识 。?”3 

很 多 人 也 许 和 争论 说， 在 上 面 的 一 段 话 中 ， 殉 莱 因 有 些 言 过 其 词 。 他 
似乎 是 要 说 ， 如 果 天 文学 家 和 化 学 家 突然 得 到 他 们 所 需要 的 所 有 数学 知 
识 ， 那 么 数学 家 就 会 清理 办 公 梨 ， 退 休 。 

纯 数 学 家 之 首 的 哈代 提出 了 相反 的 观点 。 一 贯 言语 犀利 的 哈代 承 
认 ,“ 很 多 的 初等 数学 ..…. 都 相当 的 实用 ”， 但 是 随后 他 又 声称 ， 这 些 实 
用 的 思想 “大 体 上 都 相当 的 无 趣 ; 它们 恰恰 是 最 没有 美学 价值 的 部 
Tyo 真正 的 ' 数 学 家 的 “真正 的 数学 ， 寓 马 、 欧 拉 、 高 斯 、 阿 贝尔 和 黎 
曼 的 数学 几乎 统统 是 “不 实用 的 。"4 

虽然 大 部 分 数学 家 不 会 因 哈 代 坚 定 的 不 实用 论 的 信仰 而 有 丝 曼 的 退 
缩 ， 但 是 职业 数学 家 有 这 样 一 种 共识 ， 即 数学 不 仅仅 是 科学 的 奴仆 。 例 
如 ， 第 P 章 的 素数 定理 等 结果 尽管 根本 没有 实际 用 途 ， 但 是 筷 仍 是 那样 
的 完美 和 迷人 ， 因 此 有 数学 的 合法 性 。 当 我 们 仅 以 功利 思想 判断 数学 
上 时， 我 们 就 轧 铅 了 人 闫 的 一 个 重要 的 特 取 : SREZA D A ESO 


尽管 真理 可 能 存在 于 死 业 因 和 哈代 之 间 ， 但 是 数学 的 实用 性 是 无 法 
回避 的 ， 数 学 家 们 坚 不 动 播 地 致力 于 数学 的 应 用 。 在 数学 家 中 ， 有 人 可 
能 听 到 这 样 的 至 理 名 言 : 成 为 一 名 普 普 通通 的 应 用 数学 家 很 容易 ;成 为 
一 名 普 普 通通 的 纯 数学 家 则 稍微 苛刻 些 ， 最 困难 的 是 成 为 一 名 杰出 的 纯 
数学 家 。 为 了 在 数学 应 用 中 做 出 杰出 的 工作 ， 你 必须 掌握 多 门 学 科 : Be 
学 、 天 文学 、 化 学 以 及 工程 学 。 纯 数学 家 可 以 随意 修改 基本 条 件 或 者 假 
设 来 使 得 他 们 的 工作 更 容易 ， 相 比 之 下 ， 应 用 数学 家 却 只 能 凑合 着 用 外 
部 世界 的 无 法 控制 的 事实 。 纯 数学 家 受 锡 辑 驱动 ， 应 用 数学 家 受 馆 辑 和 
目 然 驱 动 。 纯 数学 家 可 以 改变 基本 原则 ， 而 应 用 数学 家 却 被 坦 接 受 现实 
所 给 予 他 们 的 一 切 。 

我 们 用 一 流 科学 家 伽利略 的 话 结束 本 章 ， 他 听 到 了 从 目 然 界 各 个 角 
落 反 射 回来 的 数学 的 回音 。 数 学 的 实用 性 再 没有 比 伽利略 对 宇宙 的 如 下 
描述 更 简洁 的 了 : 这 是 一 本 “ 蔡 典 ",“ 在 你 学 习 和 掌握 它 的 语言 和 组 成 它 
的 符号 之 前 ， 你 是 无 法 理解 它 的 。 它 是 由 数学 语言 写成 的 。”L9 
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enn Diagram 





19 世 纪 中 期 ， 剑 桥 大 学 教员 约翰 。 维 恩 (1834- 一 1923) 发 明了 可 视 化 逻 
辑 关 系 的 示意 图 。 维 恩 是 英国 国教 教堂 的 牧师 ， 是 所 谓 的 伦理 学 权威 和 
剑桥 所 有 男 校友 大 索引 的 汇编 者 。 他 对 数学 只 有 一 般 性 的 了 解 。 但 是 ， 
不 管 怎样 他 却 为 数学 做 了 一 个 贡献 。 








这 一 贡献 就 是 维 恩 图 。 它 已经 如 同 翌 页 或 者 目录 一 样 成 为 今天 教科 
书 的 常设 内 容 。 维 恩 图 就 是 一 个 简单 的 区 域 ， 在 这 个 区 域 中 ， 圆 形 区 域 
表示 具有 公共 属性 的 项 目 群 体 。 

例如 ， 在 所 有 动物 的 世界 《如 图 V-1 所 示 的 大 矩形 ) ， 区 域 C 代 表 
骆驼 ， 区 域 B 代 表 马 ,区域 4 代 表 信 天 全 。 这 张 图 快速 地 揭示 : 


B 
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图 va 


口 所 有 信 天 傅 都 是 鸟 (区域 A 整个 都 在 区 域 B 之 内 ) 。 

D “骆驼 都 不 是 鸟 〈 区 域 C 和 B 不 相交 ) 。 

口 骆驼 都 不 是 信 天 伟 (区域 C 与 A 不 相交 ) 。 

这 是 逻辑 基本 规则 的 一 个 描述 ， 即 从 陈述 “所 有 A 都 是 B* 和 “没有 C 





是 B” 可 以 得 知 “没有 C 在 A 中 *。 当 我 们 观察 图 中 的 圆 时 ， 这 个 结论 是 一 


目 了 然 的 。 

没有 人 ， 甚 至 是 约 瑚 * 维 恩 最 好 的 朋友 ， 会 认为 他 潜在 的 思想 很 深 
刻 。 维 恩 的 创新 不 像 第 S 章 中 阿 基 米 德 关于 球面 的 结论 那样 需要 很 高 的 
eee 而 前 者 也 可 能 就 是 小 孩子 用 有 色 笔 而 做 

LE. 

(Bye, MEWE. SEED TESTE mr GRÉ ARTI EORR AES] USE 9b E e Rl 
廉 * 莱 布 尼 次 在 17 世 纪 几 乎 没有 使 用 过 这 类 图 。 在 莱 昂 哈 德 * 欧 拉 的 《全 
集 》 中 ， 我 们 发 现 了 图 V-2 的 图 示 说 明 。 看 起 来 熟悉 吗 ? 这 就 古 在 维 因 
之 前 一 个 世纪 的 “ 维 恩 图 ”"。 如 果 公 正 的 话 ， 我 们 应 该 把 这 个 图 称 为 “ 欧 
拉 图 ”*。 当 然 ， 这 样 的 名 字 变 更 对 欧 拉 的 威名 没有 什么 帮助 ， 而 却 抹 答 
了 约翰 * 维 恩 的 声誉 。 











III. Or si la notion C étoit toute entiere hors de la notion B, elle seroit 
aussi tout entiere hors de ls notion A, comme on voit par cette figure 
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d'où nait cette forme de syllogisme: 












Tout A est B: 
Or Nul C n'est pas B, ou Nul B n'est pas C : 
Done Nul C n'est paa A. 


图 V-2"EKkivE]? GB KSA Bie EO) 






所 以 ， 维 恩 图 既 没有 什么 深远 的 意义 也 不 是 原创 ， 它 只 是 非常 车 
名 。 在 数学 领域 ， 菏 种 程度 上 约 朝 * 维 因 已 变 得 家 喻 户 晓 。 在 数学 漫长 
的 历史 中 没有 谁 仅 任 便 这 一 点 就 获得 了 如 此 的 声望 。 实 在 没有 什么 可 说 
的 了 。 
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Women? 





here Are the 








如 未 恋 者 一 直 做 记录 ， 很 显然 在 本 书 中 男性 的 出 现 多 于 女性 。 这 种 
不 平衡 反映 了 数学 科学 中 务 性 的 历史 优势 。 但 是 ， 这 和 是否 束 意味 痢 女 性 











对 这 门 学 科 过 去 没有 贡献 ， 现 今 没 有 贡献 ， 将 来 也 不 会 有 所 贡献 呢 ? 

上 面 各 问题 的 答案 分 别 是 “不 ”， “当然 不 ”“ 请 严肃 点 ”。 数 学 史 中 
女性 的 出 现 可 以 追溯 到 古典 时 代 ， 而 今天 女性 比 以 往 任何 时 候 都 活跃 。 
女性 的 生存 要 面 对 男 数学 家 几乎 无 法 想象 的 障碍 ， 其 中 不 仅 因 为 她 们 缺 
少 鼓 励 ， 而 且 还 有 对 女性 加 入 的 强烈 阻碍 。 

首先 ， 我 们 承认 ， 在 历史 上 最 有 影响 的 数学 家 的 短 短 清单 中 ， 阿 基 
米 德 、 牛 顿 、 欧 拉 、 高 斯 等 清一色 都 是 男性 。1900 年 之 前 数学 界 的 女性 
人 数 非 常 少 ， 只 有 可 数 的 几 个 人 。 其 中 经 常 提 到 的 就 是 亚历山大 的 希 帕 
蒂 娅 ， 她 大 约 生 活 在 公元 400 年 。 夏 特 莱 修 茵 夫人 (1706 一 1749) 和 玛丽 亚 
。 阿 涅 西 (1718 一 1799) 活 跃 在 18 世 纪 ， 索 菲 * 热 尔 曼 (1776 一 1831D)、 玛 丽 。 
BEEZAZEAK (1780—1872) 以 及 爱 达 *. 洛 夫 莱 斯 (1815-1852) 工 作 在 19 世 纪 
初 。20 世 纪 初 ， 索 菲 亚 " 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 〈 在 文学 作品 中 也 被 称 为 索尼 
gett] LUKE) 跻身 于 这 一 清单 之 中 。 

这 些 女 性 当中 ， 和 希 帕 蒂 娅 是 一 位 颇 有 影响 的 几何 学 家 、 教 师 和 作 
家 ; 夏 特 莱 侯 茵 夫人 因为 把 牛顿 翻译 给 法 国人 而 知名 ， 萨 默 维尔 因为 把 
拉 普 拉 斯 翻译 给 英国 人 而 知名 。1748 年 ， 阿 涅 西 出 版 了 数学 教科 书 ， 为 
此 她 得 到 了 应 有 的 认可 。 洛 夫 莱 斯 在 查尔斯 * 巴 贝 奇 制造 他 的 第 一 台 “ 分 
析 机 ”时 与 他 一 起 工作 。 

热 尔 曼 和 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 是 这 个 清单 中 最 多 才 多 艺 的 数学 家 。 前 者 
对 纯 数 学 和 应 用 数学 都 有 研究 。 我 们 在 第 F 章 提 到 过 她 对 费 马 大 定理 的 
研究 ，1816 年 因为 她 对 弹力 的 数学 分 析 工 作 而 获得 法 国 科 学 院 的 大 奖 。 
而 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 取得 了 博士 学 位 ， 并 在 大 学 担任 职务 ， 取 得 了 她 那个 
时 代 女 性 的 开创 性 成 就 。 在 这 一 过 程 中 ， 她 赢得 了 各 个 方面 曾经 对 她 怀 
疑 的 男性 同事 的 尊重 。 

所 以 ， 在 20 世 纪 之 前 女 数 学 家 肯定 是 存在 的 。 令 我 们 惊讶 的 不 是 人 
数 很 少 ， 而 是 还 真 的 是 有 。 因 为 女性 不 仅 需 要 克服 对 数学 充满 淘 户 的 人 
要 面 对 的 通常 意义 下 的 种 种 障碍 ， 即 高 级 数学 的 确 相当 困难 ， 而 且 还 必 
须 克 服 各 种 各 样 的 文化 层面 所 带 来 的 障碍 。 我 们 讨论 一 下 挡住 她 们 道路 
的 三 个 最 严重 的 障碍 。 

第 一 是 这 一 学 科 中 对 女性 的 普遍 的 负面 看 法 ， 这 一 看 法 在 男性 和 女 
性 和 喘 上 都 已 根深 带 固 。 其 核心 就 是 相信 女性 不 具备 做 纯 数学 的 能 力 。 这 
样 的 信仰 已 经 深 深 印 入 很 多 人 的 大 脑 之 中 ， 其 中 不 乏 非 常 有 影响 力 的 人 
物 。 据 说 伊 曼 纽 尔 康 德 就 曾经 发 表 评 论说 ， 女 性 “担心 对 几何 动 她 们 美 
丽 的 脑袋 时 ”会 长 出 胡须 ， 这 是 出 自 一 位 如 此 重要 的 哲学 家 之 口 的 最 令 
人 气 包 - 的 评论 。 叫 遗憾 的 是 ， 这 样 的 看 法 在 过 去 绝 不 是 个 案 。 在 那个 时 
代 ， 很 多 希望 学 习 三 角 学 或 者 微 积分 的 高 中 女孩 子 都 被 指导 老师 、 家 长 
或 朋友 劝说 去 从 事 家 政 学 或 者 英语 这 些 更 适合 女性 思维 方式 的 学 科 。 不 


















































管 你 相信 和 与 个 ， 这 样 的 状况 一 直 在 持续 。 

证 明 女 性 不 能 从 事 数 学 研究 的 诸多 证 据 之 一 是 从 事 这 一 研究 的 女性 
很 少 。 换 句 话说 ， 数 学 中 女性 的 缺乏 被 用 来 证 明 她 们 没有 从 事 这 门 学 科 
的 能 力 。 当 然 这 些 说 辞 的 理由 是 欧 雇 的 。 这 就 与 把 第 二 世界 大 战 之 前 美 
国 职业 棒球 大 联盟 中 缺少 非洲 裔 类 国人 归结 为 他 们 没有 玩 这 种 游戏 的 素 
质 是 一 样 的 。 正 如 杰 基 。* 罗 宾 条 、 享 利 " 阿 伦 和 其 他 很 多 人 已 经 充分 证 明 
的 那样 ， 职 业 棒 球 大 联盟 缺少 黑人 球员 不 能 证 明 他 们 缺乏 能 力 ， 而 只 能 
说 是 缺少 机 会 。 

上 面 提 到 的 具体 人 物 充 分 说 明 女 性 也 能 研究 数学 。 我 们 可 以 用 近来 
非常 活跃 的 女性 数学 家 来 证 明 这 一 点 ， 有 格雷 丝 * 奇 泽 姆 " 扬 ，20 世 纪 初 
她 在 高 等 积分 理论 的 改进 中 起 到 非常 重要 的 作用 ， 有 朱 莉 好 * 岁 宾 森 ， 
她 是 希 尔 们 特 第 十 问题 的 解决 者 ， 还 有 埃 米 * 诡 特 ， 她 是 20 世 纪 最 有 成 
就 的 代数 学 家 之 一 。 女 性 不 能 研究 数学 的 观点 是 没有 根据 的 。 

但 是 ， 还 有 一 个 与 此 相 随 的 观点 就 是 女性 就 不 应 该 研究 数学 。 往 好 
处 说 ， 那 是 在 浪费 时 间 ; 往 坏处 说 ， 那 是 有 害 的 。 正 如 小 孩子 不 应 该 走 
近 高 速 公 路 一 样 ， 所 以 女性 不 应 该 走 近 数 学 。 

我 们 以 弗 洛 伦 斯 * 南 丁 格 尔 为 例 ， 后 来 她 在 医学 艺术 领域 说 得 了 声 
望 。 在 她 年 轻 的 时 候 ， 她 表现 出 对 数学 的 极 大 热情 ， 因 而 对 此 感到 奇怪 
的 母亲 问 到 , “数学 对 结 了 婚 的 女人 有 什么 用 ? ”4 正如 我 们 在 第 U 章 提 
到 的 那样 ， 人 类 事业 中 没有 什么 比 数 学 更 有 用 的 了 。 但 是 南 丁 格 尔 却 被 
告知 它 是 无 用 的 。 因 为 已 经 赋予 了 19 世 纪 女 性 可 接受 的 传统 和 角色， 无论 
如 何 数学 都 极 看 成 是 至 无 用 处 的 了 。 

于 是 ， 女 性 还 被 告知 研究 数学 将 损坏 她 的 社交 魅力 。 更 有 其 者 ， 据 
说 有 什么 医学 证 据 显 示 ， 思 虑 过 多 的 女性 将 会 经 历 从 生殖 融 官 到 大 脑 的 
血液 转移 过 程 ， 并 伴随 着 非常 可 怕 的 后 果 。 令 我 们 好 奇 的 是 男性 似乎 不 
用 担心 类 似 的 血液 流 。 

这 一 类 观点 迅速 变 成 行动 ， 或 者 更 精确 地 说 是 ， 无 行动 。 热 尔 曼 不 
得 不 用 一 个 男性 化 的 笔名 发 表 她 的 数学 论文 ; 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 尽管 怀 有 
不 可 质疑 的 能 力 ， 但 是 最 初学 术 位 置 还 是 拒绝 她 。 甚 至 是 伟大 的 埃 米 。 
诺 特 ， 她 在 德国 哥 廷 根 大 学 谋求 低 等 职位 时 也 遭 到 了 冷遇 。 她 的 诽谤 者 
不 赞同 或 者 担心 一 旦 女人 走 入 这 一 大 门 ， 将 带 来 无 法 阻止 的 倒退 。 为 
此 ， 戴 维 , 希 尔 伯 特 用 下 面 一 段 巧 妙 的 讽刺 对 此 做 了 回应 :“ 我 不 明日 这 
位 候选 人 的 性 别 为 什么 成 了 反对 她 就 职 的 证 据 。 上 毕竟 ,我 们 这 里 是 大 
学 ， 而 不 是 洗浴 场所 。” 中 最 终 诺 特 得 到 了 工作 ， 而 且 这 个 数学 团体 
〈 哥 廷 根 大 学 ) 还 活 得 相当 得 好 。 

第 二 个 障碍 是 正规 教育 的 拒绝 。 数 学 这 门 学 科 需 要 训练 ， 高 强度 的 
训练 。 为 了 到 达 前 沿 ， 你 必须 从 基础 开始 进发 ， 对 于 数学 这 样 既 古 老 又 









































复杂 的 学 科 ， 这 需要 花费 几 年 的 努力 。 在 过 去 ， 很 少 有 女性 甚至 开始 这 
样 艰 驻 的 路 程 。 因 此 ， 想 在 高 级 数学 中 取得 成 功 几 乎 是 不 可 能 的 。 

男性 又 是 如 何 学 习 这 门 学 科 的 呢 ? 他 们 通常 接受 家 庭 教师 的 辅导 ， 
或 者 一 对 一 的 授课 。 我 们 已 经 看 到 莱 布 尼 欧 去 请 教 克 里 斯 蒂 安 * 惠 更 
斯 ， 而 欧 拉 与 约翰 * 伯 努 利 一 起 研究 学 习 。 这 是 培养 把 火炬 传 向 未 来 的 
大 师 的 过 程 。 几 乎 没有 女性 有 这 样 的 机 会 。 

而 男性 经 过 适当 的 训练 之 后 迈 入 大 学 ， 在 那里 他 们 的 才干 和 能 力 将 
会 得 到 进一步 的 培养 。 高 斯 就 读 于 Helmstadt 大 学 ， 旺 策 尔 就 读 于 法 国 巴 
黎 综 合理 工学 院 ， 罗 素 就 读 于 剑桥 大 学 。 

再 对 比 一 下 ， 热 尔 曼 是 一 位 非常 有 前 途 的 人 ， 却 因为 她 的 性 别 关 系 
甚至 被 拒绝 进入 大 学 讲演 礼堂 。 她 只 能 在 教室 门口 听课 ， 或 者 向 有 同情 
心 的 男 同 学 借 笔 记 来 抄 ， 就 这 样 她 秘密 地 跟 上 进度 。 用 高 斯 的 话说 ， 她 
所 取得 的 成 功 证 明了 她 是 一 位 “最 具有 勇气 ? 鸭 的 女性 。 

因此 ， 太 多 的 女性 根本 没有 实际 接触 过 高 级 数学 的 世界 。 值 得 一 提 
的 是 上 面 提 到 的 很 多 女性 家 庭 都 比较 富裕 ， 而 且 拥 有 相应 阶层 的 优势 。 
热 尔 曼 可 以 随意 使 用 她 父亲 的 图 书馆 。 萨 默 维尔 偷 听 他 哥哥 的 家 教 课 
程 。 这 些 富裕 家 庭 的 女儿 们 显然 有 权 选 择 不 去 顺应 那些 更 合适 宜 的 方 
法 。 正 如 迈克 尔 * 迪 肯 对 贫穷 女性 的 数学 前 途 评 论 到 , “贫穷 和 女人 气 这 
一 对 无 能 的 双胞胎 太 沉 重 了 。?| 

把 这 种 情况 与 大 致 同一 时 期 的 女性 作家 比较 一 下 很 有 趣 。 读 和 写 是 
贵 夫 人 训练 的 一 部 分 ， 尽 管 这 只 被 看 成 是 必要 的 社交 技巧 ， 而 不 是 通 向 
艺术 生涯 的 手段 。 但 是 ， 很 多 女性 还 是 具备 写作 条 件 。 如 果 她 有 充足 的 
时 间 ， 充 足 的 训练 和 能 力 ， 她 也 许 会 利用 这 些 条 件 去 进行 诗 或 文学 的 创 
作 。 其 中 简 * 奥 斯 丁 就 是 一 个 例子 ， 她 的 作品 是 她 对 周围 人 的 生活 的 仔 
细 观 察 ， 并 通过 她 非凡 的 才能 加 以 提炼 而 成 的 。 奥 斯 丁 会 读 、 会 写 ， 她 
是 一 位 艺术 家 。 她 创作 的 著作 使 她 置身 于 英国 文学 伟人 之 列 。 

很 多 女孩 还 是 学 习 了 一 些 初级 的 计算 ， 这 倒是 事实 。 但 是 与 文学 不 
同 ， 这 种 学 习 到 此 为 止 。 高 级 数学 的 进步 需要 对 几何 、 积 分 和 微分 方程 
等 学 科 的 了 解 ， 每 一 门 学 问 都 是 以 前 者 为 基础 的 。 如 果 没 有 相应 的 训 
练 ， 几 乎 没 人 能 够 掌握 它们 。 当 女性 的 这 种 训练 需求 遭 到 拒绝 时 ， 与 此 
同时 她 们 也 就 被 拒绝 了 接受 数学 工具 。 通 向 她 们 的 科学 未 来 的 大 门 被 秤 
的 一 声 关 上 了 。 我 们 将 永远 无 法 知道 数学 界 的 简 奥 斯 二 了 ,因为 缺少 必 
要 的 正规 教育 而 被 数学 抛弃 了 。 

这 一 切 都 已 经 成 为 过 去 。 现 在 情况 如 何 呢 ? 表面 上 的 障碍 已 经 消 
失 ， 各 大 学 也 不 再 强制 执行 诸如 热 尔 曼 遭 遇 到 的 对 女性 的 禁令 。 正 相 
反 ， 从 美国 各 大 学 数学 学 科 登 记 入 学 的 数据 来 看 ， 我 们 有 理由 乐观 。 在 
1990 年 到 1991 年 的 这 一 学 年 ， 美 国 研 究 机 构 授予 了 14 661 个 数学 本 科 毕 
























































业 生 。 其 中 女生 有 6917 人 ， 占 47%。 这 几乎 接近 一 半 的 比率 对 于 一 个 世 
纪 前 男性 占 主导 的 数学 领域 是 不 可 想象 的 。 

但 当 我 们 再 看 一 看 高 级 学 位 时 ， 数 据 就 令 人 很 失望 。 就 在 同一 学 
年 ， 女 性 只 占 数学 硕士 学 位 的 205， 而 且 只 占 数 学 博士 学 位 的 10。 上 器 这 
种 状况 表明 ， 尽 管 从 数据 上 看 进入 本 科教 育 的 女性 人 数 增长 迅猛 ， 但 是 
她 们 很 少 可 能 继续 她 们 的 训练 ， 进 入 研究 生 层次 ， 而 从 这 里 开始 将 产生 
出 明天 的 研究 型 数学 家 和 大 学 教授 ， 所 以 这 种 状态 仍然 是 男女 不 平衡 

为 什么 女性 不 能 继续 进入 研究 生 院 呢 ? 从 历史 上 看 ， 很 多 女性 立志 
当 一 名 大 学 预科 层次 的 老师 ， 因 此 没有 获得 研究 型 学 位 的 需要 。 在 某 种 
情况 下 ， 因 为 身 处 如 上 描述 的 各 种 观念 之 下 ， 较 低 的 自我 评价 的 确 对 更 
高 层次 的 成 功 产 生 了 悲观 的 负面 影响 。 其 重要 问题 是 勇气 和 寻找 能 鼓舞 
士气 并 帮助 扫除 学 习 高 级 数学 之 路 上 的 各 种 障碍 的 良师益友 。 男 性 有 太 
多 同行 和 榜样 ;而 女性 在 激烈 的 学 术 领 域 中 总 是 感觉 很 孤单 。 她 们 的 正 
规 教育 之 路 在 很 多 方面 不 同 于 她 们 的 男性 同伴 。 

甚至 当 女 性 战胜 了 各 种 负面 的 看 法 ， 获 得 了 坚实 的 教育 ， 还 仍然 存 
在 很 多 障碍 : 女性 缺少 除了 日 常生 活 需求 之 外 ， 全 力 从 事 她 们 工作 的 支 


持 。 

数学 研究 需要 不 受 各 方面 干扰 的 大 块 时 间 。 研 究 型 数学 家 花 很 长 时 
间 坐 在 那里 思考 。 在 过 去 如 此 ， 今 天 也 是 如 此 ， 这 样 大 块 的 时 间 不 是 所 
有 人 都 拥有 的 。 正 如 上 面 提 到 的 那样 ， 最 简单 的 方法 就 是 非常 富有 。 据 
传说 阿 基 米 德 有 部 分 锡 拉 库 扎 王族 的 血统 。 洛 必 达 (1661 一 1704) 修 锁 非 
党 富有 ， 雇 用 约 萌 。 伯 努 利 在 新 兴 微 积分 领域 指导 他 ， 随 后 而 闻名 欧 
洲 。 而 我 们 上 面 所 说 的 各 位 女性 中 ， 夏 特 莱 伺 栈 夫人 是 一 位 女 伺 库 ， 而 
te A 
SEVERE. 

男 一 个 方面 的 支持 是 欧洲 的 学 术 团体 ， 这 是 那个 时 代 的 研究 中 心 。 
来 自 柏 林 、 巴 黎 、 圣 彼 德 堡 的 赞助 养活 了 无 数 的 学 者 。 在 柏林 和 和 圣 彼 德 
堡 取得 职位 的 欧 拉 就 是 一 位 利用 这 样 的 机 会 取得 成 功 的 数学 家 。 

或 者 你 有 一 份 要 求 不 高 的 工作 ， 人 允许 你 在 闲置 的 时 间 进 行 研究 和 沉 
思 。 我 们 已 经 提 到 过 的 羔 布 尼 次 就 是 在 巴黎 的 外 交工 作 期 间 ， 寻 找 时 间 
学 习 了 数学 并 最 终 创 造 了 微 积 分 。 地 方法 官 费 马 似 乎 从 来 没有 尽力 做 法 
院 的 工作 ， 而 是 做 数学 研究 。 

总 之 ， 对 于 有 潜力 的 数学 家 ， 有 人 钱 是 无 害 的 ， 成 为 学 术 团 体 的 成 
员 ， 或 者 只 有 部 分 时 间 被 雇用 ， 都 是 无 害 的 。 当 然 ， 今 天 对 数学 家 的 主 
要 赞助 是 研究 型 大 学 ， 这 些 机 构 提供 办 公 室 、 图 书 室 、 旅 行 费用 、 想 法 
相似 的 同事 以 及 适度 的 教学 任务 。 作 为 回报 ， 和 希望 数学 家 对 这 门 学 科 的 
前 沿 做 出 深层 次 的 思考 。 

































































对 照 一 下 女性 的 历史 角色 : 在 丈夫 或 兄弟 在 外 面 工作 的 时 候 待 在 家 
里 、 抚 养 孩 子 、 做 饭 、 颖 颖 补 补 和 照料 家 务 杂 事 。 即 使 她 们 有 这 方面 的 
训练 ， 一 个 女人 从 哪里 得 到 时 间 去 思考 微分 方程 或 者 是 射影 几何 呢 ? 对 
她 们 的 期 望 是 完全 不 同 的 。 

事实 上 ， 女 性 甚至 很 少 有 她 们 自己 的 空间 。 正 如 弗吉尼亚 。 伍 尔 夫 
在 这 一 类 话题 的 短文 中 提醒 我 们 的 那样 ， 女 性 很 少 有 独处 、 思 考 、 写 作 
(或 进行 数学 研究 ) 的 空间 。 伍 尔 夫 讲述 了 莎士比亚 富有 想象 力 的 妹妹 
朱 迪 思 的 一 个 故事 ， 她 完全 有 她 的 哥哥 一 样 的 才能 ， 在 威廉 全 身心 投入 
他 的 作家 生涯 的 时 候 ， 她 的 生活 束 是 负责 家 庭 的 日 常 需要 。 据 伍 尔 夫 
说 ， 莎 士 比 亚 的 妹妹 

和 他 一 样 ， 敢 做 敢 为 ， 宣 于 想象 力 ， 热 切 希 望 了 解 这 个 世界 。 但 是 
她 没有 被 送 去 学 校 。 她 没有 机 会 学 习 语 法 和 逻辑 ， 只 能 读 一 点 贺 拉 期 和 
维 吉尔 的 东西 。 她 偶尔 拿 起 书 ..…. 看 几 页 。 然 后 ， 她 的 父母 就 会 走 进来 
告诉 她 去 补 补 长 袜 或 者 留心 做 饭 ， 而 不 是 沉迷 书本 和 纸 墨 。D] 
"lE RE 
再 说 一 下 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 ，13 个 孩子 的 父亲 。 必 须 有 人 来 抚养 他 
们 ， 蔡 他 们 换 尿 布 ， 清 洗 他 们 的 衣服 。 但 是 这 个 人 不 是 莱 昂 哈 德 。 再 看 
一 下 锡 里 尼 哇 沙拉 玛 奴 金 (1887—1920) ， 他 是 20 世 纪 初 一 位 非常 有 
才华 的 数学 家 。 但 在 日 常生 活 中 ， 他 却 显 得 像 一 个 孩子 那样 无 助 ， 他 的 
妻子 照顾 他 需要 的 每 一 件 事 情 。 再 看 保罗 * 尼 多 斯 ， 这 个 人 我 们 在 第 A 章 
遇 到 过 ， 在 他 21 时 才学 习 如 何 往 面包 上 涂 黄 油 。 显 然 ， 在 他 进行 数学 发 
现 的 初期 ， 他 得 到 了 来 自 母 杀 的 不 同 寻 常 的 支持 。 

如 果 交 换 一 下 ， 情 况 又 如 何 昵 ?” 欧 拉夫 人 、 拉 玛 奴 金 夫 人 和 厄 多 斯 
夫人 如 果 在 数学 上 取得 了 成 功 ， 她 们 的 另 一 半 会 满足 她 们 的 日 常生 活 需 
要 吗 ? 如 果 这 些 女性 已 经 成 名 ， 那 么 她 们 可 以 投入 大 块 的 时 间 去 研究 数 
学 吗 ? 没有 人 会 知道 答案 。 但 是 ， 如 果 女 性 能 够 得 到 与 这 些 男 人 相同 的 
支持， 那么 她 们 会 有 更 多 人 出 现在 数学 编 年 史 中 。 这 是 毫 无 疑问 的 。 

在 索菲亚 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 这 位 “20 世 纪 前 最 伟大 的 女 数学 家 ”[8] 的 生 
活 之 中 ， 上 面 提 到 的 所 有 障碍 ， 如 数学 教育 方面 的 负面 观念 和 困难 以 及 
缺少 系统 的 支持 ， 都 出 现 过 。 

1850 年 初 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 出 生 在 莫斯科 ， 在 一 个 比较 富裕 的 书香 之 
家 长 大 ， 她 是 一 名 英语 家 庭 教师 ， 并 有 机 会 学 习 数 学 。 有 一 个 很 有 趣 的 
故事 ， 说 她 卧室 的 墙 上 贴 满 了 她 父亲 的 微 积 分 课程 的 旧 讲 义 笔记 。 这 位 
年 轻 的 姑 奶 被 这 些 奇怪 的 公式 深 深 吸引 了 了， 它们 就 像 朋友 一 样 静 静 地 围 
统 在 她 的 身边 。 她 发 执 有 一 天 一 定 要 知道 其 中 的 秘密 。 

当然 ， 这 需要 训练 。 一 开始 ， 她 学 习 了 算术 。 她 被 允许 参加 她 党 兄 






































的 家 教 课程 ， 基 本 上 是 为 了 骗 他 更 加 努力 学 习 。 就 这 样 她 获得 了 代数 知 
识 《 即 便 他 还 不 会 ) 。 接 下 来 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 从 住 在 附近 的 物理 学 家 
那里 借 来 一 本 他 写 的 书 看 。 在 读 这 本 书 时 ， 她 遇 到 了 三 角 学 的 困难 ， 这 
是 一 门 她 几乎 一 无 所 知 的 学 科 。 不 愿意 放弃 但 又 找 不 到 适当 的 指导 ， 柯 
瓦 列 夫 斯 卡 娅 就 从 零 开 始 做 起 了 研究 。 当 她 的 物理 学 家 邻居 意识 到 她 在 
做 什么 的 时 候 ， 他 惊奇 地 观察 到 , “她 已 经 第 二 次 创造 了 整个 三 角 学 这 
FIERE. "Ol 

这 样 的 成 就 显示 了 超凡 的 数学 创造 力 。 在 她 17 岁 的 时 候 ， 她 和 她 的 
家 庭 来 到 圣 彼 德 堡 ， 在 那里 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 说 服 了 反对 她 的 父亲 ， 接 受 
了 微 积 分 的 家 教 课程 。 尽 管 她 是 一 位 女性 ， 但 是 凭借 如 此 的 才能 她 本 应 
该 立即 进入 大 学 。 遗 憾 的 是 ， 对 于 一 位 19 世 纪 的 俄罗斯 女性 来 说 ， 她 没 
有 这 样 的 选择 权 。 

以 现代 的 观点 看 ， 她 对 这 些 令 人 失望 的 事情 的 反映 有 些 极端 。 在 她 
18 岁 的 时 候 ， 在 她 的 安排 下 ， 与 一 位 准备 前 往 德国 的 年 轻 学 者 进行 了 权 
宜 结 婚 ， 她 希望 通过 这 样 的 婚姻 得 到 进一步 接受 高 等 教育 的 机 会 。 这 个 
男人 是 弗 拉 基 米尔 * 柯 瓦 列 夫 斯 基 ， 一 位 自愿 参与 这 次 “虚构 婚姻 ”的 古 
生物 学 者 ， 因 为 这 对 女性 解放 有 利 。 他 们 两 个 人 动身 去 了 海德 堡 大 学 ， 
表面 上 维系 着 这 样 的 婚姻 ， 事 实 上 各 自从 事 着 自己 感 兴趣 的 研究 。 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 在 海德 堡 一 如 既往 表现 得 非常 出 色 ， 所 以 1871 年 她 
瞄准 了 更 高 的 目标 : 柏林 大 学 ， 以 及 它 令 人 尊敬 的 高 级 数学 教授 卡尔 。 
维尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897)。 下 定 了 决心 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 妇 安排 了 一 
次 与 这 位 世界 著名 学 者 的 见面 ， 尽 求 他 的 指导 。 维 尔 斯 特 拉 斯 给 她 提出 
了 一 些 非常 有 挑战 性 的 问题 就 把 她 打发 走 了 ， 目 的 在 于 他 不 希望 再 见 到 


她 。 

但 是 ， 他 还 是 再 一 次 见 到 了 她 。 一 周 后 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 手 里 拿 着 
答案 回来 了 。 用 维尔 斯 特 拉 斯 的 评价 说 ， 她 的 工作 展示 了 “对 维度 的 直 
觉 天 分 ..….. 其 至 在 过 去 的 学 生 或 者 层次 更 高 的 学 生 当 中 都 是 很 少见 
的 。”[10] 她 使 当时 世界 最 具 影 响 力 的 数学 家 之 一 的 这 位 怀疑 论 者 加 入 到 
她 的 羡慕 者 行列 中 。 

由 此 ， 年 老 的 维尔 斯 特 拉 斯 和 年 轻 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 开始 了 一 段 长 
期 的 合作 。 她 的 精力 和 洞察 力 赢得 了 他 真诚 的 尊敬 ， 而 且 他 还 安排 她 与 
欧洲 很 多 数学 团体 接触 。 在 他 的 指导 下 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 开始 研究 偏 微 
分 方程 、 阿 贝尔 积分 以 及 土星 环 的 动力 学 。 由 于 这 些 成 果 ，1874 年 她 获 
得 了 再 寻根 大 学 数学 博士 学 位 。 她 是 第 “位 获得 现代 大 学 博士 学 位 的 妇 


”贯穿 她 的 一 生 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姬 不 仅 对 数学 感 义 趣 ， 而 且 对 社会 和 
政治 公平 等 议题 也 感 兴趣 。 作 为 一 名 自由 主义 事业 的 支持 者 ， 她 支持 女 






























































权 和 波兰 人 的 目 由 。 当 时 她 给 一 家 激进 报纸 写 文 章 。 在 她 丈夫 的 帮助 
下 ，1871 年 公社 期 间 她 秘密 进入 巴黎 ， 当 时 这 座 城 市 被 介 斯 麦 的 军队 包 
围 。 在 这 次 冒险 中 ， 她 的 确 被 德国 士兵 击 中 了 。 到 了 巴黎 ， 她 病 倒 了 ， 
并 受 了 伤 ， 还 与 被 包围 的 这 座 城市 的 激进 派 领导 人 取得 了 联系 。 这 就 是 
一 个 淘 望 实现 她 的 社会 信念 的 人 物 。 

为 外 ， 除 了 是 科学 家 和 章 命 者 外 ， 她 还 是 一 位 作家 。 柯 瓦 列 夫 斯 卡 
娅 写 小 说 、 诗 歌 、 戏 剧 以 及 《 重 年 的 回忆 》， 这 和 是 一 本 上 自传 式 的 童年 记 
录 。 她 是 在 俄罗斯 渡 过 的 青春 ， 因 此 她 见 到 过 杜 斯 妥 也 夫 斯 基 ， 在 后 来 
的 生活 中 又 认 识 了 履 格 涅 夫 、 契 科 夫 和 乔治 * 爱 略 特 。 这 位 有 社会 责任 
感 的 数学 家 进入 了 著名 的 艺术 阁 子 里 。 

总 之 ， 索 菲 亚 " 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 拥有 各 种 怀 人 的 才能 。 聪 明 、 呆 
断 、 伶 牙 俐 齿 ， 因 此 她 被 同时 代 人 描绘 成 为 “简直 是 光彩 夺目 。?*[H 这 里 
给 出 的 一 幅 男 像 展 示 了 她 超凡 脱俗 的 人 格 魅 力 ， 人 们 写 了 很 多 关于 她 的 
畅销 书 或 电视 连续 剧 。 

如 同 所 有 连续 剧 一 样 ， 她 的 故事 以 喜剧 开场 却 以 赤 剧 收场 。 尽 管 她 
的 婚姻 背景 很 特殊 ， 但 是 她 与 丈夫 发 展 成 真正 的 爱情 ， 这 一 对 夫妇 于 
1878 年 有 了 一 个 女儿 。 但 是 五 年 后 ， 一 次 失败 的 生意 使 他 失去 了 大 量 金 
钱 之 后 ， 诅 背 的 弗 拉 基 米尔 " 柯 瓦 列 夫 斯 基 摄 取 氧 仿 目 杀 了 。 索 菲 亚 成 
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米 特 格 - 雷 弗 勒 的 热情 帮助 下 ， 她 被 指定 到 瑞典 的 斯 德 哥 尔 摩 大 学 任 
教 。1889 年 她 成 为 这 一 职位 的 终 喘 教授， 这 在 数学 界 对 女性 来 席 也 是 第 
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在 斯 德 哥 尔 雄 的 那 段 日 子 也 并 非 没 有 困难 。 对 女性 固有 的 偏见 又 阻 
碍 着 她 对 进步 事业 公开 而 坚定 的 支持 。 那 些 保守 的 学 者 们 因为 对 她 的 数 
学 无 可 挑剔 ， 转 而 指 员 她 与 一 位 著名 的 德国 社会 主义 者 接触 。 而 维尔 斯 
特 拉 斯 和 米 特 格 - 雷 弗 勒 委 九 建议 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 应 该 采取 更 谍 慎 的 政 
治 态 度 。 但 是 她 没有 这 样 做 。 





在 数学 这 一 边 ， 她 被 指名 担任 《数学 学 报 》 杂 志 的 编辑 ， 这 是 担任 
这 一 职位 的 第 一 位 女性 。 她 与 埃 尔 米 特 和 切 比 雪夫 (我 们 在 前 一 章 遇 到 
过 他 ) 等 数学 家 联系 ， 并 成 为 俄罗斯 数学 团体 和 西欧 数学 团体 的 重要 纽 
带 。1888 年 柯 瓦 列 夫 斯 卡 好 获得 法 国 科 学 院 的 鲍 廷 奖 ， 获 奖 理由 是 她 的 
论文 《刚体 绕 固 定点 的 旋转 问题 》， 由 此 国际 名 声 、 报 纸 文章 以 及 贺信 
迎面 扑 来 。 这 样 的 喝彩 声 足 以 使 她 获得 俄罗斯 的 插 家 科学 院 的 会 员 资 格 
(作为 一 名 女性 ， 在 她 的 祖国 ， 这 样 一 个 学 术 职 位 还 不 足以 养活 她 ) 。 

因此 ，1891 年 充满 希望 的 未 来 似乎 就 摆 在 这 位 闭 名 人 物 的 前 面 。 但 
是 没有 想到 的 是 灾难 突然 降临 。 在 去 法 国 的 途中 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 咳 
嗽 ， 好 像 就 是 普通 的 感冒 。 但 是 ， 当 她 返回 到 斯 德 哥 尔 摩 时 ， 在 那样 阴 
BY FUSE AURA TE OR WA OR TIS, WAR 
虚弱 以 至 于 无 法 工作 。 一 次 昏迷 过 后 ，1891 年 2 月 10 日 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 
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一 如 既往 ， 当 这 样 一 位 天 才 永 远 地 去 了 的 时 候 ， 她 给 世人 留 下 了 惊 
叹 、 无 尽 的 怀疑 和 没有 实现 的 梦想 。 整 个 欧洲 传 来 了 它们 的 赞美 之 声 ， 
随 之 而 来 的 悲伤 也 是 真诚 的 。 我 们 无 法 知道 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 还 会 为 数学 
人 

立 提高 多 少 。 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 这 样 的 天 才 是 罕见 的 ， 但 是 自 她 去 世 后 ， 在 本 世 
纪 ， 数 学 领域 中 女性 已 经 越 来 越 普 遍 。 同 时 随 之 出 现 了 一 个 麻烦 的 问 
题 。 通 过 把 本 章 献 给 女性 数学 家 ， 我 们 是 否 因 排斥 女性 ， 把 她 们 当 作 另 
类 而 有 罪恶 感 呢 ? 随 着 女性 开始 进入 医学 或 法 律 等 专业 领域 ， 很 少 有 人 
谈 及 “女医 生 ? 或 * 女 律师 ”。 在 本 章 ， 我 们 并 不 是 说 数学 职业 应 该 分 成 两 
H: 数学 家 和 女 数学 家 。 这 当然 不 是 我 们 的 意图 ， 而 且 它 也 不 是 真实 的 
现状 。 但 是 ， 有 这 样 的 危险 。 

这 是 朱 莉 娅 罗 宾 森 的 观点 。 随 着 她 声望 的 增 大 ， 当 她 进入 美国 科 
学 院 并 获得 麦克 阿 瑟 奖 的 时 候 ， 罗 宾 森 被 认为 是 男性 领地 上 获胜 的 女 
性 。 在 一 篇 非常 重要 的 短文 中 ， 她 写 道 : “所 有 这 些 关 心 都 是 令 人 愉快 
的 ， 但 也 令 人 感到 困惑 。 我 就 是 一 名 数学 家 。 我 更 希望 仅仅 因为 我 证 明 
了 一 些 定理 或 者 解决 了 一 些 问 题 而 被 记 住 ， 而 不 是 因为 是 第 一 位 这 样 、 
那样 的 女性 。2?02 对 此 的 适当 回应 是 : “阿门 ! ” 

尽管 需要 进一步 根除 女性 所 面 对 的 不 平等 ， 我 们 有 理由 对 实现 罗 宾 
森 的 愿望 充满 信心 。 随 着 很 多 偏见 和 障碍 的 消失 ， 数 学 注册 人 数 〈 女 
PE) 已 经 开始 增加 。 即 使 这 个 问题 没有 得 到 完全 解决 ， 但 是 不 可 否认 进 
步 的 事实 。 我 们 希望 ， 在 不 远 的 将 来 ， 提 出 “女性 在 哪里 ? ”这 样 的 章节 
被 认为 完全 没有 必要 。 
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本 章 一 下 子 就 用 掉 了 字母 表 中 的 两 个 字母 ， 同 时 ， 它 的 话题 也 在 前 
面 章节 中 反复 出 现 过 ， 它 如 此 基础 ， 因 此 似乎 永远 存在 。 

我 们 考虑 这 样 一 个 坐标 轴 的 系统 ， 水 平和 垂直 栅 格 重 登 于 平面 上 ， 
它 给 出 这 个 二 维 平面 上 每 一 个 点 的 数值 地 址 。 水 平 轴 ， 即 所 谓 的 x 朝 ， 


有 疝 右 增加 的 数值 刻度 ， 而 垂直 轴 ， 即 y 轴 ， 有 向 上 增加 的 刻度 。 这 
样 ， 儿 何 点 与 它 的 数值 坐标 之 间 相互 对 应 。 

当然 ， 只 画 出 一 个 点 是 没有 意思 的 。 当 我 们 有 诸如 y=x<+1 这 样 的 方 
程 ， 并 把 它 解 释 成 为 平面 内 满足 关系 y=x<+1 的 所 有 (x,y〉 点 的 集合 时 ， 
情况 就 变 得 错综复杂 起 来 。 在 定位 了 很 多 这 样 的 点 后 ， 代 数 方程 生成 了 
一 条 几何 曲线 ， 对 于 上 面 的 情况 ， 就 是 如 图 XY-1 所 示 的 抛物 线 。 
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图 XY-1 


代数 与 几何 的 这 种 关联 似乎 相当 自然 ， 因 此 我 们 很 惊讶 地 认识 到 只 
有 到 了 近代 才 把 二 者 联系 了 起 来 。 尽 管 欧 几 里 得 几何 可 以 追溯 到 大 约 
2000 年 前 ， 当 时 没有 代数 ， 但 分 析 几 何 的 出 现 也 还 不 到 4 个 世纪 。 这 使 
得 它 比 诸如 对 数 、《 罗 密 欧 与 朱丽叶 》、 波 士 顿 还 年 轻 。 

这 门 学 科 如 同 其 他 很 多 数学 章 新 一 样 ， 出 现在 17 世 纪 。 革 新 者 是 皮 
埃 和 尔 * 费 马 和 勒 内 * 笛 卡 儿 ， 他 们 都 是 法 国人 ， 都 聪明 绝顶 ， 都 是 数学 友 
展 中 的 重要 人 物 。 正 如 前 面 的 革 节 提 到 的 那样 ， 费 号 对 坐标 几何 的 革新 
比 他 对 数论 做 出 的 举世 闻名 的 贡献 要 逊色 得 多 。 另 外 ， 由 于 费 马 在 论文 
发 表 上 的 拖延 降低 了 他 的 影响 ， 到 了 他 的 成 果 问 世 时 ， 这 一 思想 的 新 颖 
性 已 经 不 复 存 在 。 于 是 ， 分 析 几 何 的 采 誉 就 落 到 了 它 的 第 一 位 发 表 者 勒 
内 * 偿 卡 儿 的 号 上 。 

那 一 年 是 1637 年 。 篆 卡 儿 完成 了 一 本 已 作 《 方 法 论 》， 它 是 科学 半 














命 的 哲学 指南 。 在 这 本 书 之 后 附加 了 一 个 标题 为 《几何 》 的 附录 ， 类 似 
于 事后 的 思考 。 笛 卡 儿 是 这 样 开始 的 :“ 几 何 中 的 任何 问题 都 能 够 简单 
地 简化 成 这 样 的 一 些 关 系 ， 诸 如 从 特定 直线 的 长 度 束 足以 知道 它 的 构 
造 .……. 我 毫 不 犹豫 地 把 这 些 算术 关系 引入 到 几何 中 。2” 因 此 ， 此 前 只 
有 理想 几何 图 形 的 空荡荡 的 欧 几 里 得 平面 ， 现 在 充满 了 数值 ， 即 笛 卡 儿 
的 “算术 关系 ”， 用 以 衡量 它们 的 长 度 ， 标 示 它 们 的 位 置 。 

遗憾 的 是 ， 大 部 分 读者 都 发 现 《几何 》 不 容易 理解 。 甚 至 连 艾 萨 殉 
“ 午 顿 都 承认 最 初 他 没有 理解 笛 卡 儿 的 方法 。 几 年 后 一 位 传记 作家 是 这 
样 写 的 ， 牛 顿 

把 笛 卡 儿 的 几何 拿 在 手 里 ， 他 被 告知 它 非 常 难 ， 他 看 了 其 中 十 几 
到 起 点 ， 坚 持 往 下 看 ， 直 到 完全 掌握 为 止 。 冲 

如 有 果 和 牛顿 读 起 来 都 感到 困难 ， 可 以 想象 没有 天 分 的 学 生 们 的 状况 ! 
笛 卡 儿 的 特点 就 是 警告 他 的 读者 : “我 不 会 停 下 来 更 加 详细 地 加 以 解 
释 ， 因 为 那样 我 会 剥夺 你 自己 掌握 它 的 愉悦 .……. 在 这 里 我 没有 发 现 太 难 
的 东西 会 让 熟悉 普通 几何 和 代数 的 人 都 不 能 理解 。?] 

簿 卡 儿 在 向 梅森 介绍 他 的 书 的 时 候 ， 他 非常 直率 。 他 写 道 :“ 我 已 
经 删 掉 很 多 使 其 更 清楚 的 东西 ， 但 是 我 是 有 意 这 样 做 的 ， 不 会 说 得 再 明 
白 了 。? 罗 我 奉劝 所 有 立志 编写 教材 的 人 ， 不 要 学 习 这 种 在 数学 描述 中 
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勒 内 * 笛 卡 儿 肖像 〈 默 兰 伯 格 学 院 图 书馆 惠 允 ) 














幸运 的 是 ， 还 是 有 人 能 够 用 更 容易 理解 的 术语 重新 展示 这 些 思想 。 
阿姆斯特丹 的 弗 兰 斯 ,* 凡 .斯 霍 滕 (1615 一 1660) 编 辑 的 《几何 》 版 本 在 笛 
卡 儿 原创 著作 的 12 年 后 登场 ， 附 加 了 大 量 有 帮助 的 注释 ， 从 而 使 这 门 学 
科 容 易 被 更 广大 的 读者 理解 。 极 其 重要 的 是 ， 在 艾 萨 克 . 牛 顿 和 戈 特 弗 
里 德 " 威 廉 * 莱 布 尼 茨 各 自 独 立地 追击 微 积 分 发 现 的 时 候 ， 他 们 从 笛 卡 儿 
著作 的 斯 霍 腾 版 本 得 到 了 非常 大 的 帮助 。 

他 们 研究 的 这 门 学 科 与 其 现代 版 本 不 同 。 当 时 ， 各 轴 不 是 总 被 画 成 
互相 垂直 ;有 的 时 候 ， 根 本 不 画 y 轴 :对 负数 的 厌 亚 经常 把 工作 限定 在 
平面 的 右上 区 域 ， 即 所 谓 的 第 一 象限 ， 其 中 x 坐标 和 y 坐 标 都 是 正 的 。 只 
需要 片刻 就 可 以 把 这 个 区 域 挑 出 来 。 

对 这 门 学 科 做 出 贡献 的 一 个 人 是 牛顿 本 人 ， 但 是 他 对 这 门 学 科 的 影 
响 往往 消失 在 他 其 他 成 就 的 光环 之 中 。 他 的 论文 《三 次 曲线 枚 举 》 写 于 
1676 年 并 于 1704 年 出 版 (这 显然 是 牛顿 式 的 拖延 )， 现 在 把 这 篇 论文 描 
绘 成 “可 以 说 是 分 析 几 何 的 真正 诞生 ”t 引 的 著作 。 在 这 篇 论文 中 ， 牛 顿 引 
入 、 分 析 且 极其 精确 地 绘制 了 72 种 不 同 种 类 的 三 次 方程 。 显 然 他 那 极 大 

















的 耐力 满足 且 平 恩 了 他 对 分 析 几 何 的 似 火 的 热情 。 

因此 ， 由 于 华 卡 儿 和 费 马 的 革新 以 及 牛顿 随后 的 贡献 ， 这 门 学 科 被 
建立 起 来 而 且 被 标准 化 。 今 天 对 于 我 们 来 说 轻易 就 能 够 浓缩 这 一 成 就 ， 
用 显然 而 简单 的 一 步 把 它 写 出 来 。 但 是 ， 历 史 证 明 事后 看 似 显 然 的 事实 
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当 我 非常 接近 茶 个 问题 时 ， 被 告知 有 些 人 认为 我 缺乏 眼光 ， 因 此 我 
自己 是 不 可 能 看 出 答案 的 。 另 外 ， 也 没有 其 他 人 能 够 看 明白 它 。 有 很 多 
事情 ， 一 直 就 丹 在 沙滩 上 ， 但 我 们 不 会 看 到 ， 直 到 有 人 拾 起 它 。 然 后 ， 
fefe Syr. S 

这 段 话 完美 地 描述 了 发 生 在 17 世 纪 的 几何 与 代数 的 结合 。 

从 这 开始 ， 分 析 几 何 有 两 个 重要 但 相互 对 立 的 议题 。 其 一 ， 让 代数 














为 几何 服务 ， 其 二 ， 让 几何 为 代数 服务 。 综 合 看 来 ， 这 产生 了 一 种 数学 
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在 很 大 程度 上 ， 和 萌 卡 儿 是 前 者 的 倡导 者 。 即 他 名 向 从 几何 问题 开 
始 ， 并 运用 代数 技巧 去 求解 。 对 他 来 说 ， 他 的 更 加 现代 的 符号 代数 的 想 
法 也 许 能 够 解决 欧 几 里 得 儿 何 这 一 古老 学 科 的 问题 。 

更 具 费 马 特色 的 男 一 种 趋势 最 终 证 明 更 重要 。 它 是 从 一 个 代数 表达 
式 开始 ， 然 后 利用 这 个 表达 式 在 平面 上 生成 一 个 几何 图 形 ， 如 我 们 利用 
上 面 的 y=x<+1 所 做 的 几何 图 形 ， 又 如 牛顿 在 绘制 他 的 72 个 立方 体 时 所 做 
的 那样 。 费 马 脑 子 里 有 这 种 方法 ， 他 写 道 : “每 当 我 们 找到 两 个 未 知 量 
的 等 式 ， 我 们 就 有 一 条 轨迹 ， 它 不 外 乎 描绘 的 就 是 一 条 直线 或 者 曲 
线 。?[7 费 马 的 预见 使 得 数学 家 们 可 以 通过 绘制 更 复杂 的 方程 的 点 而 生 
成 新 曲线 ， 卡 尔 博 耶 把 它 称 为 “数学 史 中 最 有 意义 的 陈述 之 一 。” 昌 | 

在 分 析 几 何 出 现 之 前 ， 曲 线 的 来 源 被 局 限于 “ 目 然 地 ?出 现 的 那些 曲 
线 。 数 学 家 们 熟悉 圆 、 李 圆 和 螺旋 线 ， 因 为 它们 都 出 目 著 名 的 几何 问 
题 。 但 是 像 图 XY-2 中 的 方程 

















的 图 像 完全 无 法 想象 。 通 过 虚构 奇怪 的 方程 ， 数 学 家 生成 了 之 前 从 来 没 
有 看 到 过 的 罕 越 xy 平面 的 弯 弯 曲 曲 的 曲线 。 通 过 获得 这 样 的 大 量 的 曲线 
细 市 ， 他 们 对 曲线 有 了 更 深入 的 理解 ， 事实 证明 这 对 微 积分 的 发现 至 关 


重要 。 





图 XY-2 





在 本 章 的 后 半 部 分 ， 我 们 考虑 分 析 几 何 的 相互 对 立 且 基础 的 两 个 侧 
人 
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实际 上 上， 我们 已 经 在 本 书 的 其 他 地 方 看 到 过 很 多 这 种 现象 的 例子 。 
几何 图 形 激发 我 们 讨论 微分 和 积分 ， 特 别 是 在 我 们 发 展 牛 顿 方法 中 更 为 
突出 。 第 D 章 就 出 现 了 一 个 非常 简单 的 例子 ， 那 就 是 卡尔 达 诡 声称 不 存 
在 其 和 等 于 10、 积 等 于 40 的 两 个 实数 。 我 们 已 经 利用 微 积分 的 极 大 值 技 
巧 证 明了 他 的 断言 。 但 是 ， 只 需要 看 一 下 乘积 函数 y=-x*+10x 的 图 像 ， 
上 面 的 所 有 事情 就 解决 了 ， 图 D-9 给 出 了 这 个 函数 的 图 像 ， 我 们 在 图 
XY-3 中 重新 画 出 这 一 图 像 。 

我 们 曾经 说 过 ， 上 面 问题 中 的 积 一 定 是 这 条 曲线 上 的 点 的 y 坐 标 ， 
显然 ， 它 们 的 积 不 能 达到 40。 这 个 图 示 立 即 清楚 地 展示 出 可 能 的 最 大 
只 ， 即 这 条 曲线 的 最 高 点 25。 对 这 两 个 数 的 积 的 限制 ， 即 代数 关系 ， 可 
以 从 这 条 曲线 的 相应 几何 性 质 明 确 地 表现 出 来 。 

我 们 也 可 以 返回 到 第 K 章 ， 在 那里 我 们 说 任何 代数 技巧 都 无 法 给 出 
诸如 x ”-3x?+2x<-11=0 这 样 的 方程 的 精确 解 。 对 于 诸如 此 类 的 问题 ， 我 们 
沿用 牛顿 的 方法 ， 即 给 出 一 个 求 近似 解 的 方法 。 但 是 ， 有 一 个 不 同 的 思 
路 可 以 得 到 近似 解 ， 它 仅 需 要 引入 分 析 几 何 ， 尽 管 这 一 方法 效率 更 低 。 

















图 XY-3 






5 
y= 2z'—32°+2277—-11 


图 XY-4 


首先 ， 我 们 绘制 y=x-3x+2x“-11 的 图 像 。 当 然 ， 徒 手绘 制 这 样 的 曲 
线 是 一 个 非常 可 怕 的 问题 ， 对 这 样 的 方程 进行 描 点 可 能 令 人 生长 地 盯 
焕 。 然 而 ， 技 术 使 这 个 问题 变 得 容易 了。 有 了 计算 机 软件 ， 甚 至 是 你 手 
中 的 计算 需 都 可 以 在 几 秒 钟 之 内 找 出 比 人 类 在 一 个 月 内 找 出 的 还 要 多 的 
点 来 绘制 类 似 于 这 样 方程 的 曲线 。 这 就 是 图 XY-4 给 出 的 示意 图 。 

因为 我 们 希望 求解 方程 X-3x+2x2-11=0， 所 以 我 们 必须 找到 某 个 x 
值 ， 它 使 得 我 们 上 面 的 方程 中 的 y=0。 这 个 值 就 是 图 像 穿越 x 轴 时 的 所 谓 
z 截 矩 的 第 一 坐标 。 看 一 下 图 XY-4， 显 然 只 有 一 个 这 样 的 截 矩 ， 所 以 我 
们 的 七 次 方程 只 有 一 个 解 。 我 们 需要 做 的 就 是 瞄准 这 个 数值 。 





y—z'—3z^--2z?-11 





图 XY-5 


拥有 “放大 ”功能 的 计算 器 和 手边 的 软件 使 得 我 们 能 够 更 精确 地 找到 
这 一 点 。 这 就 像 我 们 用 放大 镜 来 放大 图 像 某 一 部 分 一 样 。 我 们 首先 在 靠 
近 我 们 要 放大 的 地 方 确定 一 个 点 ， 在 上 面 的 例子 中 这 个 点 就 是 比 x=2 略 
小 的 地 方 ， 随 后 给 出 正确 的 指令 。 如 图 XY-5 所 示 ， 其 结果 给 出 了 这 个 
截 年 周 围 的 一 个 放大 区 域 。 根 据 图 像 的 几何 走势 ， 显 然 这 个 解 位 于 
x=1.8 附 近 的 某 个 地 方 。 

如 采 这 个 解 不 够 精确 ， 那 么 我 们 驶 再 放大 一 次 。 我 们 可 以 一 直 这 样 
做 下 去 ， 直 到 找到 x 轴 的 一 个 非常 小 的 区 间 ， 比 如 说 只 有 0.000 01 个 单位 
长 度 ， 在 这 一 区 间 内 这 条 曲线 穿 过 这 个 轴 。 利 用 这 样 的 方式 ， 我 们 可 以 
近似 这 个 x 截 矩 到 一 个 很 高 的 精确 度 。 

对 于 现在 的 这 个 例子 ， 在 找到 x= 1.799 829 5 这 个 近似 解 之 前 我 们 只 
放大 了 几 次 。 为 了 检验 一 下 ， 我 们 把 这 个 值 代 入 到 原来 的 方程 中 得 到 

(1.799 829 5)7-3(1.799 829 5)°+2(1.799 829 5)?-11--0.000 004 
人 要 感谢 绘图 计算 右 ， 无 需 丝 坚 的 痛 兰 就 完 

在 结束 这 个 问题 之 前 ， 我 们 要 做 两 点 重要 的 说 明 。 第 一 ， 这 样 的 求 
解 所 需 的 技术 是 几 十 年 前 无 法 想象 的 ， 但 是 对 于 今天 来 说 却 很 平常 。 在 
几 秒 钟 之 内 计算 和 寻找 点 所 需要 的 硬件 是 工程 师 给 数学 家 的 礼物 。 

更 重要 的 是 ， 尽 管 这 是 一 个 非常 基础 的 代数 问题 ， 寻 找 七 次 方程 的 
解 ， 但 是 我 们 却 使 用 罕 越 x 轴 的 曲线 的 几何 性 质 得 到 了 我 们 的 解 。 对 于 
这 种 情况 ， 数 学 家 们 谈论 的 是 “可 视 化 的 威力 ”， 却 很 少 说 是 受 惠 于 计算 
机 辅助 的 分 析 几 何 的 威力 。 





























上 面 的 例子 实际 上 就 是 几何 服务 于 代数 的 例子 。 现 在 ， 我 们 反 过 来 
利用 代数 武器 证 明 几 何 定 理 。 我 们 需要 两 个 预备 知识 : 用 代数 方法 处 理 
因为 我 们 已 在 第 D 章 中 讨论 了 后 者 ， 所 以 我 们 首先 讨论 一 
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假设 给 定 了 图 XY-6 中 的 两 个 点 P 和 Q， 要 求 我 们 寻找 它们 之 间 的 距 
离 ， 就 是 图 中 的 实 线 PQ 的 长 度 。 如 图 所 示 ， 设 这 两 个 点 的 坐标 分 别 是 
(a,b) 和 (c，q)， 我 们 画 出 虚线 ， 从 而 形成 直角 三 角形 PQR。 读 取 x 轴 的 长 








度 ， 我 们 看 到 QR —d-— B. 同样 ， 读 取 y 轴 的 长 度 ， 


fs PR = cC— a,, 于 是 ， 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 
门 





P 与 Q 之 间 的 距离 = VPR + OR = y (« a)? + (d — b}? 
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y 








对 于 和 斜率 的 代数 公式 ， 我 们 回忆 一 下 第 D 间 的 内 容 ， 图 XY-6 中 的 P 
与 Q 之 间 的 直线 的 斜率 是 


，_ 于 直上 升 — d-b 
水 平移 动 c-a 


在 此 我 们 要 和 警告 一 句 : 如 果 直 线 是 垂直 的 ， 那 么 其 上 任意 两 点 都 有 相同 
的 第 一 坐标 ， 于 是 上 面 的 斜率 公式 中 的 分 母 为 零 。 因 此 ， 其 结 末 不 是 一 
个 真实 的 数 ， 我 们 说 垂下 和 直线 的 斜率 是 无 定义 的 。 为 了 避 开 这 样 的 麻 
烦 ， 在 后 面 的 内 容 中 我 们 说 所 有 线 都 不 是 垂直 的 。 

斜率 的 概念 给 我 们 提供 了 平行 线 和 垂直 线 的 代数 特征 ， 而 这 两 个 几 
何 概念 早 在 欧 儿 里 得 几何 中 就 已 出 现 。 僚 率 的 直觉 就 是 “倾斜 度 "， 因 此 
很 显然 ， 两 条 直线 平行 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 斜率 。 但 是 ， 垂 直 的 类 似 
特征 却 不 是 一 目 了 然 ， 因 此 值得 简单 讨论 一 下 。 

假设 两 条 直线 相交 成 和 直角。 为 了 进入 解析 几何 领域 ， 我 们 建立 坐标 
轴 ， 如 图 XY-7 所 示 ， 它 以 两 条 直线 的 交点 为 原 扩 。 

y 

















图 XY-7 


在 每 一 条 直线 上 ， 取 长 度 为 1 的 一 段 ， 终 点 分 别 是 坐标 为 (a,b) 的 P 和 
坐标 为 (cd 的 Q。 根 据 上 面 的 距离 公式 有 


一 0)2 b—0)20P — 
(a — 0)? + (b —0)? = OP Lg 





根据 同样 的 理由 得 


因此 ， 我 们 得 到 


+b? +o @=14+1=2 (*) 


ELIT KERPO, 形成 直角 三 角形 POQ。 毕 达 哥 拉 斯 定理 保 


- ARR VA 
另 一 方面 ， 根 据 我 们 得 到 的 距离 公式 有 

PQ = y (c — a)? + (d — b)? 
fix PAZ iD A TUE EMIS SLC ) 得 


V2)? = (v (c — a)* + (d — by?)*, Bie 
2 — (c — ay. -- (d —- by? p 2ac + a? + d? — 2bd + b* 


证 





因此 ，2=2-2ac-2bd = 0=-2ac-2bd = ac=-bd. 
在 我 们 把 斜率 引入 到 我 们 的 讨论 之 后 ， 这 最 后 一 个 方程 的 意义 是 显 
然 的 。 通 过 O 和 P 的 直线 的 斜率 是 





b—0 b 
mı = oe s 
a—0 a 
而 连结 O 和 Q 的 直线 的 斜率 是 ms=d/c 因 此 我 们 有 
b d bd 
TI d A dd 
-2E 因为 我 们 刚刚 证 明了 ac = -bd 


= 一 1 
因此 ， 当 两 条 直线 相互 下 直 时 ， 它 们 的 斜率 的 积 是 -1。 这 看 起 来 似 
乎 有 扣 特 别 ， 但 是 这 只 是 把 毕 达 哥 拉 斯 定理 转化 到 解析 几何 的 世界 。 





如 果 这 些 线 相 交 于 其 他 地 方 而 不 是 原点 又 如 何 呢 ? 例如， 考虑 垂直 
相交 于 图 XY-8 左 边 的 点 (r，s) 的 两 条 和 直线。 我 们 可 以 把 整个 图 形 向 下 滑 
动 s 个 单位 ， 再 问 左 移动 r 个 单位 ， 这 样 就 把 交点 移动 到 了 点 (0，0)， 并 
同时 保证 直线 的 倾斜 度 不 变 ， 其 示意 图 如 图 XY-8 右 边 的 图 形 。 这 样 的 
效果 就 与 图 XY-7 类 似 ， 而 前 面 的 讨论 表明 移动 后 的 直线 的 斜率 之 积 等 
于 -1。 但 是 原来 的 直线 的 倾斜 度 与 移动 后 直线 的 倾 矢 度 相同 ， 所 以 它们 
的 斜率 之 积 也 是 -1。 











图 XY-8 


以 上 面 的 说 明 为 前 奏 ， 我 们 要 用 代数 工具 证 明 一 个 几何 定理 。 我 们 
的 推理 需要 距离 公式 、 冬 率 的 记 法 和 平行 线 及 垂直 直线 的 特征 ， 一 名 
话 ， 我 们 要 使 用 刚才 几 页 里 集合 起 来 的 所 有 武器 。 这 个 命题 是 关于 攻 形 
的 命题 ， 所 谓 的 萎 形 就 是 所 有 边 都 相等 的 平行 四 边 形 。 
如 果 一 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 相互 垩 直 ， 那 么 这 个 平行 四 边 形 是 
ZÈ JÉ o 


证 明 ” 首先， 图 XY-9 给 出 一 个 平行 四 边 形 O9ABC。 它 的 项 点 O 在 原点 





上 ， 边 OA3x 轴 到 点 Co，0， 使 得 C À 三 Q。 (如 果 所 给 的 平行 四 边 
形 不 是 这 个 样子 ， 我 们 总 是 可 以 移动 并 旋转 它 ， 而 不 改变 各 边 的 长 度 以 
及 相对 位 置 ， 使 它 如 图 XY-9 那 样 放置 。) 

点 C 有 坐标 (b,c)， 因 为 这 个 图 是 平行 四 边 形 ， 边 CB 一 定 平 行 于 x 
轴 。 这 保证 了 点 C 的 第 二 坐标 和 点 B 的 第 二 坐标 相同 ， 所 以 我 们 设 B 的 坐 
标 为 《d，c)。 但 是 ， 边 OC 和 AB 也 是 平行 的 。 这 表明 


© = 直线 OC 的 斜率 = 4B 的 斜率 = — 


交叉 相 乘 得 到 c(d-d=bc。 根 据 这 个 式 子 我 们 有 d-a=bp， 或 者 等 价 地 写 
成 d=b+a。 





图 XY-9 


现在 ， 对 于 这 个 平行 四 边 形 ， 我 们 做 出 了 一 个 重要 假设 : 它 的 对 角 
线 OB 和 AC 是 相互 王 直 的 。 正 如 已 经 看 到 的 那样 ， 这 表明 它们 的 斜率 之 
积 等 于 -1。 因 此 我 们 有 





1= (OB 的 斜率 ) x (4C 的 斜率 ) = = x — 
-xh 因为 我 们 已 经 证 明了 d = bea 
“ss 
但 是 因为 
2 
à 1 
b? — a? 





TRA TE SU, b^-a^--c?, PERDERE da =b, Pe AG 
OC = y (b — 0)? + (c - 0)? = Vb? +c? 
= Va? 根据 上 面 的 结论 =a= 04 


总 之 ，OC 和 OA 有 相同 的 长 度 。 
现在 ， 收 尾 工作 就 很 容易 了 。CB 的 长 度 是 


Vld- by? + (c= cy? y (d b)? -d-b- (b+a)-b=a 


所 以 CB 和 OA 有 相同 的 长 度 。 最 后 


AB = y /(d — ay* 4 (c - 0)? v? +7=O0C=OA=a 














因此 ， 平 行 四 边 形 OABC 的 4 条 边 的 长 度 都 相等 。 它 是 一 个 萎 形 ， 证 明 完 
B. e. 


正如 读者 可 能 意识 到 的 那样 ， 这 个 结果 在 欧 几 里 得 几何 的 领域 内 很 
容易 得 到 严格 的 证 明 ， 在 那里 我 们 使 用 的 是 非常 有 用 的 全 等 三 角形 的 工 
具 以 及 平行 线 的 内 错 角 等 工具 。 上 面 这 个 证 明 的 意义 在 于 它 的 代数 性 
质 。 接 受 篆 卡 儿 的 劝告 ， 我 们 也 “ 坚 不 犹 豫 把 算术 关系 引入 到 几何 中 ” 
并 因此 通过 一 连 串 的 方程 证 明了 我 们 有 一 个 稳 形 。 

还 可 以 给 出 很 多 更 有 意义 的 例子 来 文 持 分 析 几 何 。 例 如 ， 分 析 几 何 
古 研究 诺 如 椭圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 等 圆锥 截面 的 极 好 平台 。 在 xy 轴 的 框 
架 内 ， 这 些 图 形 比 希腊 人 看 成 的 圆锥 体 的 各 种 横 截 面 更 容易 理解 。 

然而 ， 这 一 半 的 内 容 已 经 达到 了 预期 目标 。 还 有 ， 如 果 在 这 里 讨论 
同 锥 截面 ， 那 么 我 们 “也 许 束 会 剥夺 你 自己 掌握 它 的 愉悦 ?*。 因 此 ， 结 束 
之 际 我 们 送 给 你 平面 的 分 析 几 何 最 后 一 名 赞美 ， 它 是 几何 和 代数 的 熔 


合 ， 古 整个 数学 中 最 幸福 的 婚姻 。 
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这 最 后 一 章 的 标题 似乎 表明 ， 我 们 不 知道 选用 什么 样 的 词 。 事 实 
上 ， 选 择 单 独 一 个 字母 的 标题 非常 合适 ， 因 为 这 一 部 分 的 内 容 是 复数 ， 
在 数学 家 的 字母 表 中 是 用 字母 z 来 表示 它们 的 。 

我 们 的 目标 是 要 描述 复数 是 什么 ， 它 们 是 从 哪里 来 的 ， 以 及 为 什么 
它们 在 现代 数学 中 承担 重要 的 角色 。 它 们 有 一 个 痛苦 的 过 去 ， 人 们 需要 
放弃 普 过 持 有 的 对 “ 数 ” 的 意思 的 偏见 。 根 据 希 腊 神 话 ， 雅 典 娜 是 突然 完 
完全 全 从 她 父 杀 宙斯 的 头 质 中 跳出 来 的 ， 但 是 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 那 

















样 ， 历 时 许多 世纪 ， 虚 数 从 很 多 数学 家 的 脑袋 里 出 现 又 消失 。 

为 了 了 解 为 什么 对 这 个 概念 如 此 烦恼 ， 我 们 必须 看 一 下 我 们 熟悉 的 
实数 的 性 质 。 正 如 每 个 人 都 知道 的 那样 ， 非 零 数 分 成 两 种 ， 正 的 和 负 
的 ， 而 零 不 属于 任何 范畴 。 它 们 的 算术 必须 符合 各 种 规则 ， 但 是 为 了 我 
们 的 讨论 ， 只 重点 说 明 其 中 的 一 个 : 两 个 正 数 之 积 和 两 个 负数 之 积 都 是 
正 的 。 例 如 3x4=12， 而 且 (-3)x(-4)=12。 








然后 ， 假 设 我 们 要 求 一 个 负数 的 平方 根 ， 例 如 V 一 上 0。 这 引起 真 
正 的 麻烦 ARES) 。 对 于 在 何 数 ， 当 把 它 平 方 后 ， 都 是 正 的 或 者 
零 ， 所 以 没有 平方 后 等 于 .15 的 数 。 正 如 我 们 的 数学 先驱 所 评论 的 屠 


样 ， 像 V 一 19 这 样 的 量 应 该 作为 任 空 想象 的 事物 而 被 驱逐 出 去 。 

然而 ， 好 想法 是 很 难 被 压 下 全 的 ，。 这 在 为 方程 求解 做 出 重 旨 贡献 的 
16 世 纪 印 度 代数 学 家 的 著作 里 清晰 可 见 。 就 这 冬 ， 他 们 不 经 意 间 偶然 发 
现 了 负数 的 平方 根 。 

正如 我 们 在 第 Q 章 中 提 到 的 那样 ， 这 一 时 期 的 数学 家 仍然 对 负数 的 
概念 感到 困惑 ， 更 不 用 说 它们 的 平方 根 了 。 我 们 在 吉 拉 罗 莫 卡尔 达 诺 
1545 年 的 《大 扩 》 中 对 一 次 方程 的 处 理 过 程 中 看 到 了 这 个 讨厌 的 东西 。 
例如 ， 他 能 通 处 理 称 为 " 平 六 加 上 cosa 等 于 数 ”的 情况 (其 中 ，cosa 是 相 
求 的 未 知 量 )。 用 现代 记 法 ， 这 类 似 于 方程 2+3X40。 但 是 ， 他 吕 开 考 
虑 “平方 减 cosa 等 于 数 ?， 即 他 不 考虑 诸如 x2-3x=40 这 样 的 方程 。 这 样 的 
方程 包含 一 个 负 量 ， 因 此 它 被 污染 了 。 

作为 蔡 代 ， 卡 尔 达 诺 描述 了 求解 方程 2-3xt40 的 过 程 。 从 我 们 今天 
的 观点 看， 这 个 方程 等 价 于 方程 2.3x=40， 不 需要 单独 分 成 一 种 情况 。 
但 是 ， 在 负 量 受到 如 此 消极 的 冷遇 的 世纪 里 ， 我 们 说 这 样 的 代数 转变 是 
不 可 各 免 的 ， 

不 相信 独 角 兽 存在 的 那些 人 会 觉得 谈论 它们 吃 东西 的 习惯 很 可 笑 。 
同样 ， 对 负数 的 存在 持 有 怀疑 的 人 也 肯定 认为 它们 的 平方 根 是 荒 雇 的 " 
然而 ， 正 是 卡尔 达 诺 利用 一 个 他 在 《 大 术 》 中 提出 的 问题 ， 在 这 一 方向 
下 迈 出 了 党 试 性 的 一 步 :“ 有 人 对 你 说 ， 把 10 分 成 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 
与 另外 一 部 分 之 积 等 于 40。?[ 

卡尔 达 诺 提 到 ， 这 个 解 是 不 可 能 存在 的 。 的 确 ， 不 存在 具有 这 一 性 
质 的 两 个 真正 的 数 ， 我 们 在 第 D 章 用 微 积分 已 经 给 出 了 证 明 - “尽管 如 
此 ，” 他 说 ，“ 我 们 将 用 这 一 方式 求解 它 ，” 并 给 出 了 这 样 的 解 


5--V/—155815— V/—15 
































这 些 答案 合理 吗 ? 首先 ， 它 们 的 和 是 
(5+ V—15) + (5 - V-15) =5+5=10 
所 以 他 的 确 把 “10 分 成 了 两 个 部 分 ”。 为 了 确定 这 两 部 分 的 积 ， 我 们 运用 
熟悉 的 乘法 法 则 
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd 
BIS “S48 er FA — 3005 BS ELT] RE DR TE AB) 


25 - 5/—18 + 5V—15 
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了 把 10 分 成 两 部 分 且 它 们 的 积 是 40 的 方法 。 


tubes: W 19 是 什 么 ， 卡尔 过 庄 允 他 自 己 的 
答案 感到 的 困惑 多 于 相信 ， 他 称 它们 是 “英明 其 妙 "， 而 且 把 它们 刻画 成 
为 " 毫 无 用 途 同时 不 可 思议 ”， 很 难 唤起 对 一 个 新 数学 概念 的 认可 。 品 

如 果 没有 这 些 意大利 数学 家 在 三 次 方程 代数 解 方面 所 取得 的 伟大 成 
就 ， 负 数 的 平方 根 也 许 会 被 抛弃 了 。 在 《大 术 》 中 ， 卡 尔 达 诺 首 先 给 出 
了 “立方 加 上 cosa 等 于 数 * 即 形 如 3+mx=n 的 方程 的 解 ， 其 中 m 和 n 是 实 
数 。 他 通过 把 三 维 立方 体 分 解 成 不 同 的 部 分 ， 用 几何 方法 解决 这 个 问 
题 ， 用 现代 的 代数 记 法 ， 他 的 解 是 





s V i y " i is y ! ; ; V T | 
上 面 这 个 公式 在 求解 如 ?+24x=56 这 样 的 三 次 方程 时 非常 好 用 。 其 
中 m=24，n=56， 我 们 计算 得 到 


In* m? / 56* 24° — 一 一 一 
| 一 十 一 一 = 4| 一 v 784 + 512 v 1296 36 
Yi 2D? )4 5 














然后 ， 根 据 上 面 的 卡尔 达 诡 的 公式 ， 这 个 三 次 方程 的 解 是 
9/98 + 36 — /—28 + 36 = V64 - Y8 =4-2=2 


的 确 ，x=2 满 足 方程 ， 因 为 23+24(2)=8+48=56 正 是 所 需要 的 。 每 一 件 事 
都 进展 得 很 顺利 。 

但 是 ， 对 于 x-78x=220 情 况 又 如 何 呢 ? 这 里 我 们 有 mm= 一 
78, n=220, MUA 


V 本 + 万 ga : A viZ 100 — 17 576 = y -5476 
我 们 遇 到 了 这 可 怕 的 负数 的 平方 根 。 卡 尔 达 诺 完 美的 立方 公式 遇 到 了 麻 
烦 。 

^ 


US FIRB LIB A AE RAS — RTT Fixe -78x- 220 I BRA. — 4 SCR 
fÆ, x-10. 很 容易 验证 103-78(10)=1000-780=220。) 另外 ， 我 们 还 可 


以 找到 另外 两 个 实数 解 ， 一 5 十 V3 和 一 5 一 V3, 这 种 状况 
最 令 人 不 满 ， 因 为 这 是 一 个 有 三 个 实数 解 的 实 三 次 方程 ， 但 卡尔 达 详 的 
公式 似乎 没有 办 法 找到 它们 。 学 者 们 比 以 往 任 何 时 候 都 感到 困惑 。 
整整 一 代 过 去 了， 事情 没有 转机 ， 直 到 男 一 位 意大利 数学 家 ， 拉 斐 
尔 邦 贝 利 〈 约 1526-1572) 在 1572 年 的 《代数 》 里 有 了 惊人 的 见解 。 他 
建议 说 ， 在 从 实 三 次 方程 求 它 的 实数 解 的 过 程 中 至 少 可 以 暂时 引入 负数 
的 平方 根 。 这 样 ， 这 些 奇怪 且 厅 烦 的 数 将 成 为 求解 三 次 方程 的 中 间 工 


”为 了 弄 明 白 邦 贝 利 想 的 是 什么 ， 我 们 返回 到 前 面 例子 出 现 麻烦 的 地 
方 。 暂 时 抛 开 针对 负数 平方 根 的 任何 偏见 ， 我 们 这 样 书写 





























VvV—5476 = V5476 x (- 1)= V5476 x V/-1 = 74V=1 
因为 V 9476 三 4。 然后， 把 卡尔 达 诺 的 公式 运用 于 三 次 广 
fx?-78x-220, 183 
In J n? ; m? | n jn? m? 
aan Vo 
3 [gon — Mir Gee ee 
= V = + /—5476 V = = + /—5476 
= Vi 10 + 74V/—1 — V 110+ 74//—1 (*) 
这 似乎 使 得 事态 变 得 更 遭 ， 因 为 我 们 不 仅 保 留 了 -1 的 平方 根 ， 而 且 
还 使 它 租 入 到 三 次 方 根 之 中 。 然 而 ， 邦 见 利 意识 到 ， 如 果 小 心细 翼 地 处 


理 ， 这 个 表达 式 可 以 完成 它 的 工作 。 
我 们 需要 一 些 计算 来 看 一 看 为 什么 。 首先 ， 注 意 到 


V -1)(5 + V —1) = 5* --5V/—1-- 5//.—1-e V/—1 








25 + 10V/—1 + (71) = 24 4- 10/—1 


2 
Vi --1,. 
在 这 里 我 们 使 用 了 的 事实 。 换 句 话说 ， 我 们 


= Fa = 
mre V 1 = 24 + 1OV AI og pri nates 
一 步 ， 计 算得 到 


Bee o V-1) x (5+ VZT)? = (5 + V/—1) x (244 10/—1) 
= 120+ 50//—1 + 24V/—1 + 10(V/—1)* 
= 120 + 74V/—1 + 10(-1) 
= 120 + 74V—1 — 10 = 110+ 74V/-1 


这 也 许 会 使 数学 家 们 热血 沸腾 ， 因 为 它 就 是 在 上 面 标 有 CO 的 解 
中 第 一 个 立方 根 中 的 表达 式 。 因 此 ， 我 们 发 现 了 
(5+ /—1)? = 110 + 74/ -1 
把 上 面 等 式 的 两 边 取 立方 根 ， 得 到 


6 teal mA A 110-4 74 A 
类 似 的 计算 证 明 (75- V=? 一 一 110 十 74V 一 所 以 有 


-5+ V—1 = /—-110+ 74V/-1 
最 后 ， 我 们 能 够 使 卡尔 达 诡 公式 有 意义 了 。 返 回 到 〈*) 并 把 刚刚 
求 得 的 三 次 方 根 代 入 ， 我 们 发 现 
z= 1104 ae V- 110 + 74V/.—1 
= (5+ V-1 1) —5+ V/—1) 
st SE h /-1=10 
正如 前 面 验证 过 的 那样 ，x=10 是 原来 三 次 方程 的 一 个 根 。 奇 怪 的 是 ， 我 


V 一 ] 
们 得 到 了 的 救援 


此 时 也 许 会 提出 一 个 严肃 的 质疑 : 最 初 你 是 如 何 知道 


gyk LIU y= RUNE CE 











然 不 是 一 目 了 然 的 ， 而 且 邦 由利 自己 也 必须 依赖 于 设计 芝 的 例子 《就 像 
这 个 例子 那样 ) ， 根 据 例 子 他 可 以 预先 知道 这 个 立方 根 的 身份 。 至 于 如 


E Hao de 的 立方 根 ， 他 没有 线索 ， 一 段 时 








DASSEN 

邦 贝 利 的 方法 ， 他 自己 称 其 为 “一 个 狂 野 的 想法 ”， 工 作 起 来 既 像 古 
一 种 魔术 义 有 一 些 逻 辑 性 的 操作 。 他 写 道 :“ 整 个 事物 好 像 依 赖 于 奖状 
而 不 是 依赖 于 真理 。”5 然 而 ， 他 要 引入 负数 平方 根 的 愿望 是 非常 重要 
的 一 步 。 它 使 得 求解 三 次 方程 成 为 可 能 ， 它 挽救 了 卡尔 达 话 的 公式 ， 它 
把 一 种 新 数 放 在 数学 的 聚光灯 下 。 

一 个 如 此 令 人 头痛 的 概念 ， 正 如 我 们 所 预料 的 那样 ， 它 不 会 被 普 过 
接受 ， 也 不 会 被 并 即 接受 。 邦 贝 利之 后 60 年 ， 笛 卡 儿 在 他 的 《几何 》 中 











的 短文 里 为 形 如 "M i 
的 ;， 有 时 它们 是 虚构 的 。” 的 把 一 个 数学 概念 标识 为 虚构 的 ， 就 如 土地 
Mie MERA, JMET ce REMI PE, ee Ee BOE. eB AB ee 
想 的 。 尽 管 有 这 样 的 言 外 之 意 ， 但 是 他 的 术语 一 直 延 用 到 今天 。 

17 世 纪 末 ， 和 牛顿 则 给 这 个 事物 下 了 一 个 裁定 ， 他 裁定 这 些 数 为 “不 
可 能 的 。2”5 而 莱 布 尼 茨 则 采用 拟 生物 学 观点 描述 到 “我 们 把 负数 单位 的 
虚构 平方 根 称 为 有 与 无 之 间 的 两 栖 类 。” 9 把 虚数 比喻 成 两 栖 类 也 许 比 
IPE MIELE DM EE, (EE AN BS 

直到 进入 18 世 纪 ， 这 些 数 仍然 是 二 等 公民 。 但 后 来 ， 微 积分 中 的 特 
定 问题 以 及 莱 昂 哈 德 " 欧 拉 的 敏锐 洞察 力促 使 虚数 成 为 数学 事业 的 正式 














伙伴 。 同 时 也 是 他 帮助 制定 了 V Bee. 

使 用 这 一 记 法 ,今天 我 们 定义 复数 为 形 如 z=a+bi 的 数 ， 其 中 a 和 b 都 
是 实数 。 (注意 ， 本 章 标 题 中 的 字母 终于 出 现 了 。) 例如 ，3+4i 和 2-7i 
都 是 复数 。 因 为 a 和 b 都 可 以 是 零 ， 纯 虚数 i(=0+1i) 和 任意 的 实数 a(=a+Oi) 
都 沙 入 复数 这 一 类 数 中 。 从 这 一 角度 看 ， 复 数 包含 我 们 在 第 Q 章 中 遇 到 
的 所 有 数 系 。 

欧 拉 所 做 的 不 仅仅 是 提供 了 一 个 记 法 。 他 给 出 如 何 求 一 般 量 a+ 记 的 
三 次 方 根 或 者 说 任意 次 根 的 方法 ， 并 在 这 一 过 程 中 证 明了 非 零 复 数 有 两 
个 不 同 的 平方 根 ， 三 个 不 同 的 立方 根 ， 四 个 不 同 的 四 次 方 根 等 等 ， 从 而 
填充 了 一 直 困 扰 着 他 的 前 非 们 的 逻辑 鸿沟 。 例 如 ， 实 数 8 显然 有 一 个 立 


方 根 ， 即 实数 2。 1 一 1 十 iV3 和 up dee iV3 “是 8 的 
另外 两 个 立方 根 ， 当 然 这 不 是 那样 显然 。 (对 此 怀疑 的 读者 建议 分 别 求 
一 下 这 两 个 复数 的 立方 ， 可 以 看 到 其 结果 是 8。) 




















欧 拉 还 研究 了 复数 的 野 。 容 易 看 到 


| —-(V-D'--Li-ÉXi-, 但 是 ， 欧 拉 又 去 探究 更 大 的 游 
戏 。 以 他 惯 有 的 大 胆 ， 他 证 明了 下 面 这 个 著名 的 事实 ; 


eir+1=0 


正如 任何 一 位 数学 家 立即 发 现 的 那样 ， 没 有 其 他 什么 方程 与 这 个 方 
程 相似 ， 因 为 它 提 供 了 整个 数学 中 最 重要 的 常量 之 间 的 联系 。 不 仪 O 和 
1 担任 重要 的 角色 ,而 且 n GCE), e ENE) , WAI EZE) 都 
出 来 谢幕 。 这 正 是 一 个 全 明星 阵容 。 

更 奇怪 的 是 欧 拉 对 i 的 计算 ， 这 是 一 个 虚数 的 虚 容 。 想 出 这 样 的 东 
RE DU 但 是 计算 它 所 需要 的 只 是 上 面 的 欧 拉 公 式 和 两 个 熟悉 
T Jy NJ: 
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算 的 法 则 把 这 个 式 子 变 成 


gloss 
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最 后 ， 因 为 ex 等 于 ler， 所 以 我 们 得 出 结论 





注意 ， 此 时 一 个 虚数 的 虚 贤 变 成 一 个 实数 
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Ver 


这 太 不 可 思议 了 。 一 个 世纪 后 ， 美 国 逻辑 学 家 本 杰 明 皮尔 斯 在 谈 到 这 
个 奇怪 的 结果 时 ， 他 概括 了 大 部 分 人 对 欧 拉 发 现 的 反应 : “我 们 毫 不 理 
解 这 个 等 式 的 含义， 但 是 ， 我 们 能 够 肯定 它 预示 着 某 些 非常 重要 的 东 
El 

欧 拉 因 为 普及 了 复数 而 得 到 应 得 的 荣誉 。 他 说 明了 如 何 求 它们 的 
时、 方 根 ， 甚 至 定义 了 诸如 它们 的 对 数 等 。 在 某 种 意义 上 ， 他 建立 了 它 
们 的 算术 和 代数 合法 性 。 

但 是 路 还 很 漫长 。 在 随后 的 一 个 世纪 中 ， 很 多 数学 家 发 展 了 复 函数 
的 微 积分 ， 其 中 的 领军 人 物 就 是 法 国 的 奥古斯丁 -路 易 斯 * 柯 西 (1789- 
1857)。 拥 有 这 些 革新 成 果 ， 数 学 家 们 能 够 求 得 诸如 z3+4z-2i 的 导数 ， 以 
及 下 面 这 样 的 积分 ; 
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复数 的 确 走 过 了 一 段 漫长 的 路 。 

但 是 ， 还 有 一 个 起 决定 作用 的 结果 ， 从 而 确立 了 复数 的 特殊 地 位 。 
它 补 称 为 代数 基本 定理 ， 它 确立 了 复数 超过 有 史 以 来 其 他 数 系 的 代数 优 
越 性 。 因 此 ， 它 当然 是 数学 的 伟大 定理 之 一 。 

这 个 基本 定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 ， 但 是 我 们 可 以 描述 一 下 它 
说 的 是 什么 以 及 它 为 什么 很 重要 。 作 为 一 个 定理 ， 在 它 的 名 字 里 出 现代 
数 一 词 没有 什么 好 惊讶 的 ， 它 涉及 的 就 是 方程 的 解 。 

回 到 第 A 对， 在 那里 我 们 讨论 了 自然 数 ，1，2，3，...。 无 论 什么 
标准 ， 这 些 数 都 是 最 简单 、 最 不 复杂 的 数 ， 而 且 和 它们 的 简单 性 就 是 它们 


例如 ， 假 设 我 们 希望 求解 2x+3=11。 它 的 系数 是 2，3 和 11， 所 以 这 
个 方程 是 在 自然 数 系 内 写 出 来 的 。 另 外 ， 它 的 解 是 x=4， 又 是 一 个 自然 
数 。 对 于 这 个 例子 ， 上 自然数 就 足以 生成 这 个 方程 和 它 的 解 。 

但 是 ， 对 于 方程 2x+11=3 又 如 何 呢 ? 尽管 我 们 仍然 可 以 在 上 自然数 系 
内 写 出 它 ， 但 是 这 个 方程 没有 自然 数 解 。 因 为 ， 即 便 我 们 让 x 为 最 小 的 

















自然 数 1， 表 达 式 2x+11 的 值 也 是 2(1)+11=13， 这 个 值 远 远 超出 方程 右边 
的 3。 因 此 ， 存 在 这 样 一 类 方程 ， 我 们 可 以 用 自然 数 表 示 它 ， 但 是 它 没 
有 自然 数 解 。 因 此 ， 自 然 数 是 代数 不 完全 的 。 

同样 ， 实 数 系 也 有 不 足 。 考 虑 二 次 方程 x+15=0， 它 的 确 以 实数 


V 一 1] 

(其 实 是 正 整数 ) 作为 它 的 系数 。 然 而 ， 它 的 解 x= Nus 
数 。 因 此 ， 还 存在 这 样 一 类 方程 ， 我 们 可 以 用 实数 表示 它 ， 但 是 它 在 实 
数 系 内 没有 解 。 实 数 同样 也 是 代数 不 完全 的 。 

但 是 ， 复 数 却 没有 这 样 的 缺陷 。 这 样 的 代数 “越狱 ”是 不 可 能 的 。 这 
就 是 代数 基本 定理 的 实质 。 它 保证 对 于 系数 为 复数 的 多 项 式 方程 ， 解 一 
定 是 复数 。 这 对 于 诸如 3x+8=2+3i 这 样 的 一 次 方程 为 真 ， 这 个 方程 有 复 
数 解 x=-2+i， 对 于 二 次 方程 六 +x=11+7i 也 为 真 ， 这 个 方程 有 复数 解 x=3+i 
和 x=-4-i。 而 且 这 个 定理 同样 适用 于 诸如 下 面 这 样 的 五 次 方程 : 

5xX°+ix4-3x7+(8-2i)x7-17x-i=0 
这 个 方程 必定 有 五 个 解 〈 可 能 有 重复 ) ， 全 都 是 复数 。 事 实 上 ， 多 项 式 
的 次 数 已 经 不 再 是 问题 。 代 数 基 本 定理 说 任意 写 于 复数 系 内 的 mn 次 多 项 
式 方程 都 将 有 mn 个 解 〈 可 能 有 重复 ) ， 这 些 解 本 映 都 是 复数 。 

















AA2269939L9 


ZEHN DEUTSCHE MARK 





10 德 国 马 元 上 的 高 斯 像 


我 们 应 该 看 到 ， 这 个 定理 并 没有 给 出 求 这 些 复 数 解 的 明确 的 方法 ， 
而 只 是 证 明了 它们 的 存在 。 尽 管 这 样 ， 它 还 是 一 个 非常 重要 且 非 常 有 力 
的 结果 ， 因 为 它 指 出 了 复数 系 对 于 提供 任意 多 项 式 方 程 的 解 是 充分 的 。 

18 世 纪 很 多 数学 家 ， 包 括 欧 拉 都 相信 这 个 定理 是 真 的 ， 但 是 都 没 能 
给 出 令 人 满意 的 证 明 。 加 这 必须 得 等 待 卡尔 * 弗 里 德里 希 * 高 斯 的 登场 ， 
他 是 在 这 本 书 中 反复 出 现 的 一 位 数学 家 。 在 第 A 章 ， 我 们 是 以 历史 上 最 
重要 的 数论 学 家 之 一 介绍 他 的 ， 很 高 兴 在 本 书 的 结尾 又 能 够 遇 到 他 。 




















1799 年 他 在 Helmstadt 大 学 的 博士 论文 中 给 出 了 代数 基本 定理 的 首次 证 

明 。 这 篇 论文 解决 了 一 个 如 此 重要 的 问题 ， 因 此 被 认为 是 整个 时 代 的 最 

伟大 的 数学 博士 学 位 。 它 的 存在 使 其 他 的 博士 学 位 取得 者 谦逊 。 
卡尔 达 话 认为 虚数 “无 用 ”， 羔 布 尼 次 认为 它们 是 现实 和 虚构 之 间 

的 < 两 栖 类 ”， 而 欧 拉 则 探究 了 它们 一 些 零 散 却 很 奇异 和 迷人 的 性 质 。 但 

是 ， 正 是 高 斯 确 并 了 复数 是 求解 方程 的 理想 数 系 的 地 位 。 束 其 现实 意义 

来 说 ， 代 数 基本 定理 确立 了 代数 学 家 的 天 党 一 一 复数 。 
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到 此 ，26 个 字母 已 经 用 完了 。 此 时 ， 很 多 读者 都 会 长 舒 一 口气 。 我 
们 的 数学 旅行 开始 于 第 A 章 的 算术 基本 定理 。 在 中 途 第 L 章 ， 我 们 过 到 
了 微 积 分 的 基本 定理 。 最 后 ， 我 们 结束 于 代数 基本 定理 。 

这 些 基 本 定理 伴随 着 数学 和 数学 家 、 图 表 和 公式 、 争 议和 论战 。 从 
A 到 Z 的 旅途 中 ， 我 们 从 中 国 走 到 剑桥 ， 从 泰利 斯 到 现代 计算 机 。 的 
确 ， 每 一 章 都 可 以 进一步 癌 纵 深 挺进 ， 但 是 由 于 篇 幅 的 限制 ， 我 们 不 能 
企 一 个 课题 上 逗留 过 长 时 间 。 也 许 有 些 章节 应 该 彻底 放 莽 ， 但 是 作者 出 
于 个 人 的 喜好 ， 还 是 保留 了 它们 。 

总 之 ， 本 书 只 是 我 个 人 定制 的 旅行 。 我 要 感谢 各 位 读者 的 相伴 。 
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微 积 分 的 历程 : 从 牛顿 到 勒 贝 格 

代数 的 历史 : 人 类 对 未 知 量 的 不 售 追 踪 

数学 沉思 录 : 古今 数学 思想 的 发 展 与 演变 
历史 上 最 伟大 的 10 个 方程 

历史 上 最 美的 10 个 实验 

你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 

你 不 可 不 知 的 50 个 物理 知识 

数学 小 神探 

数学 与 生活 

数学 那些 事 儿 : 思想 、 发 现 、 人 物 和 历史 

令 你 苦 思 冥想 的 数学 趣 题 

数学 万 花 简 : 五 光 十 色 的 数学 趣 题 和 逸事 
怎样 解 题 : 数学 竞赛 公关 宝典 《第 2 版 ) 

这 也 能 想到 ? 巧妙 解答 无 厘 头 问题 

全 世界 优等 生 都 在 做 的 经 典 物 理 趣 题 : 像 物理 学 家 一 样 思考 
像 科学 家 一 样 思考 : 运用 科学 方法 解决 日 常 问题 
身边 的 电子 学 : 6 个 有 趣 的 电子 小 实验 





亚马逊 读者 评论 


HEEB, VER EMR PRA TUE IR, BU EE TERR A A 
表 ， 方 程 和 严格 的 数学 定理 证 明 时 也 能 游 才 有 余 。” 

“这 本 书 一 直 在 我 心中 占据 着 一 个 特别 的 位 置 ， 它 是 我 顿悟 的 催化 
Gil. ase WAR OT BAA RAI, BOAR TI IA RTE AE IR ASH 
它 决 不 会 让 你 失望 。” 





本 书 是 一 本 短文 集 ， 每 篇 短文 论述 一 个 特定 的 数学 主题 ， 介 绍 了 数 
学 世界 的 伟大 定理 ， 难 题 、 和 争论 以 及 诸多 不 解 之 迹 。 在 清晰 和 机 智 的 摘 
述 中 ， 作 者 带领 你 跨越 五 干 年 的 历史 ， 探 索 不 同 的 主题 ， 从 最 早 的 算术 
文献 到 近代 的 无 穷 级 数 难题 以 及 无 理 数 的 怪异 特征 。 书 中 还 介绍 了 许多 
数学 大 师 的 生活 轶 事 ， 例 如 浮夸 不 逊 的 们 特 兰 " 罗 素 、 聪 明 好 斗 的 伯 努 
DR tin eae eee eet ed ieee eer 

本 书 被 美国 出 版 商 协 会 评 为 1994 年 的 最 佳 数学 书 ， 适 合 拥有 代数 和 
几何 基础 知识 的 所 有 读者 阅读 。 品 味 历史 ， 品 味 人 物 ， 品 味 科 学 之 美 ， 
必 将 给 你 带 来 完美 的 体验 。 
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